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Cilj ovog materijala je upoznavanje sa modelovanjem jednostavnih mehanic¢kih si-
stema, u kojima ¢ée biti razmatrano translatorno kretanje. Na samom pocetku dato
je objasnjenje linearnog matematickog modela u prostoru stanja, a potom se prelazi
na translatorne mehanicke sisteme. Na pocetku drugog poglavlja dat je opis osnov-
nih fizi¢kih veli¢ina i na¢ina na koje se modeluju osnovne pojave kod translatornog
kretanja. Nakon toga, dat je opis zakonitosti uzajamnog dejstva na osnovu kojih
se mogu formirati matematicki modeli za opis kretanja u mehanickim sistemima.
Opisana teorija primenjena je u reSenim zadacima, u okviru kojih je dat u Julia
kod kojim su izvrSene simulacije modelovanih mehanickih sistema. Na samom kraju
materijala nalaze se zadaci za samostalan rad, kako bi se nauc¢eno teorijsko znanje
primenilo na realnim problemima.

| 1. Linearan matematicki model u prostoru stanja

Linearan matematicki model u prostoru stanja se sastoji od skupa obi¢nih line-
arnih diferencijalnih jednac¢ina prvog reda i skupa linearnih algebarskih jednacina.

Matri¢ni oblik linearnog matemati¢kog modela u prostoru stanja dat je preko sle-

dece diferencijalne i algebarske jednacine’: ! Kao oznaku za izvod funkcije

po vremenu ¢e se koristiti tacka

&(t) = Ax(t) + Bu(t)

. .. d
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a n je broj promenljivih stanja, m broj ulaza, a k broj izlaza.
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Matrica A naziva se matrica stanja, B je matrica ulaza, C je matrica izlaza,
a D je matrica direktnog upravljanja ili matrica ulaza/izlaza.

| 2. Promenljive, elementi i zakonitosti

Prilikom mehanickog kretanja tela dolazi do promene polozaja tela u odnosu
na neko drugo telo. Radi jednostavnosti, mi ¢emo se zadrzati na pravolinijskom
kretanju tela, odnosno kretanju po jednoj osi Dekartovog pravouglog koordinatnog
sistema.

1 2.1 Promenljive

Najznacajnije fizicke veli¢ine preko kojih opisujemo translatorne mehanicke si-
steme, odnosno kretanje svih tela u okviru takvih sistema su:

= pozicija tela (rastojanje) = [m|
= brzina tela v = & [m/s]
® ubrzanje tela a = 0 = i [m/s]

Navedene fizicke veli¢ine figurisu u matematickom modelu odredenog translatornog
sistema, $to znaci da je poznavanjem njihove promene tokom vremena moguée
odrediti sva zbivanja u posmatranom sistemu.

Do promene stanja kretanja nekog tela (njegove pozicije, brzine i/ili ubrzanja)
moze doéi smo pri uzajamnom delovanju tela, odnosno njihovoj interakciji, tj. de-
lovanju sile na telo. Prema tome, najceSée éemo posmatrati sistem sastavljen od
vise tela, koji je pod uticajem neke spoljasnje sile f(¢) [N] izveden iz ravnoteZnog
poloZaja (stanja mirovanja). Na osnovnu postavljenog matematickog modela da-
lje analiticki ili numericki izracunavamo kretanje svih tela u sistemu uvazavajuéi
zakonitosti kojima opisujemo njihovu medusobnu interakciju.

1 2.2 Elementi

Masa tela m [kg| je kvantitativha mera inertnosti tela i ona uti¢e na prome-
nu stanja njegovog kretanja, $to znaci da je u posmatranom sistemu neophodno
uoditi sva tela koja imaju masu. Posedovanjem mase telo ima inertnost kao prirod-
nu tendenciju da zadrzi stanje mirovanja ili ravnomernog pravolinijskog kretanja
(I Njutnov zakon). Kao $to je veé naglaseno, do promene stanja kretanja dolazi
usled dejstva sile f(¢) [N] (II Njutnov zakon), gde su te sile uglavnom posledica
uzajamnog dejstva tela. Tipi¢no se javljaju sile kod elasti¢nosti i trenja, pa se takve
pojave modeluju posebnim elementima. Pored sila nastalih kao posledica uzajamnog
dejstva tela, postoje i spoljasnje sile, kao Sto su gravitacija, sila potiska itd.

Trenje predstavlja silu otpora kretanju tela, koja se javlja u slu¢aju da prilikom
kretanja telo nailazi na otpor usled dodirivanja sa drugim telom ili mu otpor pruza
sredina kroz koju se krecée, kao i podloga po kojoj se kreée. Tako postoji vise tipova
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trenja koja imaju nelinearne karakteristike, zadrza¢emo se na sili viskoznog trenja
f+, Ciji intenzitet zavisi od razlike brzina v; i vy tela koja se dodiruju:

fi = fi(Av), Av=vy —v; (1)

Buduéi da trenje predstavlja silu otpora kretanju tela, moze se zakljuciti da je usme-
rena nasuprot smera kretanja tela, dok je intenzitet sile usled trenja dat formulom:

fi=c-Av (2)

gde je ¢ [N's/m] koeficijent trenja koji je direktno srazmeran povrsi dodira, a obrnu-
to srazmeran debljini uljanog filma izmedu dve dodirne povrsine. U slucaju trenja
tela sa nepokretnom podlogom, sila trenja srazmerna je brzini kretanja tela f; = c-v.
Slika 1 ilustruje nac¢in na koji se predstavlja trenje izmedu tela mase m i podloge,
gde je pomeraj tela dat sa x. Trenje je moguée modelovati i elementom koji se
naziva prigusnica, $to ée biti prikazano u nastavku ovog poglavlja.

X
—_—

Slika 1: Trenje uzrokovano kretanjem po podlozi

Elastiénost se obi¢no predstavlja simbolom opruge (slika 2). Za potrebe ovog
predmeta bice razmatrane elasti¢ne deformacije istezanja, gde se javlja sila elastic-
nosti f, koja tezi da vrati telo u prvobitan oblik. Istezanje (ili sabijanje) opisuje se
razlikom tekuée pozicije u odnosu na prvobitnu poziciju Az = x5 — x1, §to znadi
da je sila elasti¢nosti funkcija te promene pozicija:

Sila elasti¢nosti uvek je suprotnog smera od porasta deformacije Az, a za male
deformacije njen intenzitet se moze predstaviti kao:

fe=k Ax (4)

gde je k [N/m)] koeficijent elasti¢nosti. Slika 2 predstavlja dve uobi¢ajene situacije
u translatornim mehanickim sistemima: levo je prikazano kretanje jednog kraja
opruge (opruga se nalazi izmedu tela koje se krece i tela koje miruje), a desno
kretanje oba kraja opruge.

Izraz kojim se izra¢unava sila elasti¢nosti opruge u primeru sa leve strane je
fe = kx, bududi da se opruga nalazi izmedu tela koje se kreée i stacionarnog zida.
U primeru sa desne strane situacija je nesto kompleksnija, zbog toga sto se opruga
nalazi izmedu dva tela koja se kreéu, odnosno oba kraja opruge se kreéu. Posto su
x1 1 x9 isto usmereni ne mozemo unapred znati da li se opruga isteze ili sabija, pa
posmatramo dva razli¢ita slucaja:
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Slika 2: Dejstvo sile elasti¢nosti opruge

" zary >x2 = x1—T2 >0 — opruga se sabija — reakcija je istezanje — intenzitet
sile elasti¢nosti je f. = k(z1 — z2)

= zaxy >x1 = 2x2—21 >0 — opruga se isteze — reakcija je sabijanje — intenzitet
sile elasti¢nosti je fo = k(z2 — 1)

Prilikom modelovanja translatornih mehanickih sistema, ukoliko postoji situacija
u kojoj se oba kraja opruge kreéu u istom smeru, potrebno je uvesti pretpostavku
koji od tih pomeraja je veci, i u skladu sa tim definisati silu elasti¢nosti.®

Prema tome, nije potrebno razmatrati oba prethodno ilustrovana slucaja, ve¢ je
dovoljno usvojiti jednu pretpostavku koja ée biti koriséena u daljem modelovanju
datog sistema (na slici 2 smerovi sile f. ucrtani su u skladu sa drugom sluc¢ajem,
odnosno prilikom modelovanja sistema usvojena je pretpostavka zo > 7).

Prigusnica predstavlja jo§ jedan na¢in modelovanja trenja i njena oznaka data
je na slici 3. Istezanje (ili sabijanje) priguSnice opisuje se razlikom tekuce brzine u
odnosu na prvobitnu brzinu Av = A% = @5 — &1, $to znadi da je sila usled dejstva
prigusnice funkcija te promene brzina:

= fp(Av) = fp(AZ) (5)

Sli¢no kao sila elasti¢nosti, sila usled dejstva prigusnice uvek je suprotnog smera od
porasta promene brzine Az, dok se intenzitet te sile racuna identi¢no kao intenzitet
sile trenja (2). Slika 3 prikazuje dve uobi¢ajene situacije u translatornim mehanickim
sistemima, veoma sli¢ne veé¢ prikazanom na slici 2 (bitna razlika je §to se izmedu
tela nalaze prigusnice, a ne opruge).

x T To
—_— —_— —_—
& &
T - mo M m
<7
fp fp fp

Slika 3: Dejstvo sile usled deformisanja prigusnice

Izraz kojim se izra¢unava intenzitet sile usled istezanja prigusnice u primeru sa
leve strane je f, = c&, s obzirom na to da se prigusnica nalazi izmedu tela koje se

L Odrediti smer i intenzitet sile
elasti¢nosti na oba tela u sledeca
dva primera. Za prvi primer usvo-
jiti pretpostavku x1 > z2. Dali je
u drugom primeru potrebna pret-
postavka?
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kreée i zida, odnosno kreée se samo jedan kraj prigusnice. Primer sa desne strane
reSava se na isti nacin kao i u sluaju opruge izmedu dva tela koja se krecu, sa
bitnom razlikom u tome §to je sila elasti¢nosti funkcija promene pozicije, a sila usled
deformacije prigusnice funkcija promene brzine, odnosno prvog izvoda pozicije.?
Prema tome, s obzirom da su z; i x5 isto usmereni, posmatramo dva razlic¢ita
slucaja:

" za x1 > T2 = w1 —x2 > 0 — prigusnica se sabija — reakcija je istezanje —
intenzitet sile je f, = ¢(21 — &2).

=" za x2 > x1 = x2 —x1 > 0 — priguSnica se isteze — reakcija je sabijanje —
intenzitet sile je f, = c¢(Z2 — &1).

Analogno primeru sa oprugom ¢iji se krajevi kre¢u u istom smeru, i u slucaju
prigusnice dovoljno je usvojiti jednu pretpostavku i u skladu sa njom modelovati
mehanicki sistem (u primeru sa slike 3 usvojena je pretpostavka x5 > x7 i u skladu
sa tim je ucrtan smer sile f,).

1 2.3 Zakonitosti

Proces formiranja matematickog modela sistema zasniva se na uocavanju osnov-
nih elemenata sistema (tela sa masom, sila trenja i sile usled deformacije opruge
i prigusnice) i spoljasnjih sila (npr. pobudna sila, gravitaciona sila), nakon cega
se primenjuju zakonitosti uzajamnog dejstva elemenata iz posmatranog sistema.
Zakoni koji se razmatraju prilikom formiranja matemati¢kog modela translatornog
mehanickog sistema su: Dalamberov zakon i zakon akcije i reakcije (III Njutnov
zakon).

Za svako telo koje ima masu vazi IT Njutnov zakon 3: vektorski zbir sila f koje
deluju na telo jednak je proizvodu mase m tog tela i njegovog ubrzanja a:

ma:mjéZZﬁ (1)

gde je m masa tela, a njegovo ubrzanje, a sa f; oznacene su sve spoljasnje sile koje
deluju na telo.

Dalamber je uopstio II Njutnov zakon tako $to ¢lan mZ posmatra kao inercijalnu
silu i uvodi je pod sumu. Na taj na¢in dobija se da je suma svih sila koje deluju na
telo (ukljucujudi i inercijalnu silu) jednaka nuli:

Zfizo (2)

III Njutnov zakon, poznat kao zakon akcije i reakcije glasi: kada jedno telo deluje
silom na drugo telo, tada i drugo telo deluje silom istog intenziteta, a suprotnog
smera, na prvo telo. Bitno je naglasiti da se pomenute sile ne ponistavaju, veé se
svaka povezuje sa odgovarajué¢im telom.

Navedene zakonitosti se mogu upotrebiti za formiranje modela jednostavnijih
mehanickih sistema, na ¢emu ée se ovaj materijal i zadrzati. Pored njih, postoje

2 Odrediti smer i intenzitet si-
le usled deformacije prigusnice na
oba tela u sledeca dva primera.
Za prvi primer usvojiti pretpo-
stavku x1 > x2. Dali je u drugom
primeru potrebna pretpostavka?

T xTo

3 Napomena: podrazumeva se da
je masa tela konstanta. Uopstena
formulacija zakona bez navedene
pretpostavke je:

d
&(mv) = ;ff
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i drugi zakoni fizike koji mogu biti od koristi prilikom formiranja matematickog
modela posmatranog sistema. Na primer, mogucée je koris¢enje zakona odrZzanja
energije, tako da je ukupna energija u zatvorenom sistemu jednaka nuli. Tu se
razmatraju kineticka Fj i potencijalna energija E, tela iz sistema:

1
E; = imUZ, E, = mgh (3)

gde je h - visina teziSta tela u odnosu na referentnu tacku, a g - gravitaciono ubrzanje
(g~ 9.81 [m/s%]).

| 3. Primeri sa resenjima

Primer 1. Za translatorni mehanicki sistem prikazan na slici odrediti:
a) diferencijalnu jednacinu,

b) linearan matematic¢ki model u prostoru stanja, ako je ulaz pobudna sila f, a izlaz
pozicija tela x,

¢) upotrebom paketa DifferentialEquations simulirati sistem tokom prvih 10s, ako je
pobudna sila f(t) = sin(t), a vrednosti parametara su slede¢e: m = 10, ¢1 = ¢2 =
20, k = 40, a pocetni uslovi su nulti'. Na grafiku prikazati dobijeno resenje.

x
—_—
C1
F f
m —
k/’ R R KRR NI, C2

Resenje:

Prvi korak u resavanju ovakvih zadataka jeste formiranje Free-Body Diagram-a
(FBD). Na FBD se ucrtavaju sva tela od interesa i sve sile koje deluju na ta tela.
U ovom slucaju to je samo jedno telo, na koje deluje pet sila: inercijalna sila, sile
usled dejstva prigusnice, opruge i trenja, kao i pobudna sila f. FBD datog sistema
je:

xr
E—
o1 s
— m CoT
kx

L Izvrsiti simulaciju za iste vred-
nosti parametara, ako je telo u
pocetnom trenutku pomereno za
3 u levo, brzina mu je nula, a po-
budna sila je takode nula (f(t) =
0).
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Na osnovu nacrtanog dijagrama i primenom Dalamberovog zakona formira se dife-
rencijalna jednac¢ina kojom modelujemo translatorno kretanje tela mase m:

mi+ 1@+ ot +kr—f=0 (1)

koja predstavlja reSenje prvog dela zadatka.
Da bi resili drugi deo zadatka, neophodno je transformisati datu diferencijalnu
jednacinu drugog reda u sistem od dve diferencijalne jednacine prvog reda.

r1 =X = T1 =T — T1 = To

(2)

1
To=T = To=I — To9= E(f —kxq — (Cl + 02).’172)

Na ovaj na¢in smo dobili dve promenljive stanja: x; koja predstavlja promenu
pozicije tela i x5 koja predstavlja promenu brzine, kao i sistem od dve diferencijalne
jednacine prvog reda. Iz dobijenog sistema veoma je jednostavno napisati prvu
jednac¢inu linearnog modela u prostoru stanja koja glasi @(t) = Axz(t) + Bu(t).
Ako znamo da u ovoj jednacini x(t) predstavlja vektor promenljivih stanja, a u(t)
vektor ulaza, kao i da su ulaz pobudna sila f, a izlaz promena pozicije tela x (prva
promenljiva stanja), veoma jednostavno dobijamo matematicki model u prostoru
stanja:

0 1 0
(1) = [k et |at)+| 1| u) 3)

y(t)=[1 0]x()

Nakon definisanja sistema diferencijalnih jednacina prvog reda, postoje svi po-
trebni uslovi za pisanje koda kojim ée se izvrsiti simulacija sistema, upotrebom
paketa DifferentialEquations. Prvi korak je implementacija funkcije u okviru koje
su definisani izvodi promenljivih stanja (2).

using LinearAlgebra, Plots, DifferentialEquations

function sistem! (dx, x, p, t)
m, cl, c2, k = p

f = sin(t)

dx[1] = x[2]

dx[2] =1/ m * (f — k = x[1] - (cl + c2) * x[2])
end

Nakon implementacije navedene funkcije, preostalo je definisati sve parametre,
pocetne uslove, kreirati ODEProblem i pozvati funkciju solve, koja dalje integraci-
jom reSava sistem diferencijalnih jednadina prvog reda.
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t = (0.0, 10.0)
x0 = [0, O]
p = (10.0, 20.0, 20.0, 40.0)

prob = ODEProblem(sistem!, x0, t, p)
sol = solve (prob)

plot (sol, label=["x1(t)" "x2(t)"], lw=2, xticks=0:10)

Na sledeéoj slici prikazan je rezultat simulacije, odnosno vrednosti promenljivih
stanja tokom prvih 10s simulacije. S obzirom da su promenljive stanja pozicija i
brzina tela, grafik prikazuje promenu navedenih fizickih veli¢ina u vremenu.

0.00

-0.01

-0.02

Primer 2. Za translatorni mehanicki sistem prikazan na slici odrediti:
a) diferencijalnu jednacinu,

b) linearan matematicki model u prostoru stanja, ako su ulazi gravitaciono ubrzanje g
i pobudna sila f, a izlaz pozicija tela x,

¢) upotrebom paketa DifferentialEquations simulirati sistem tokom prvih 20s, ako je
pobudna sila f(t) = cos(t), a vrednosti parametara su sledece: m = 5, ¢ = 10, k =
20, a pocetni uslovi su nulti. Na grafiku prikazati dobijeno resenje.
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Resenje:

Bitno je primetiti da u postavci ovog zadatka nije naznacen smer kretanja tela
mase m. U tom slu¢aju, neophodno je ucrtati proizvoljan smer kretanja, i u skladu
sa time formirati FBD i napisati diferencijalnu jednacinu.

mi+ct+kr—mg—f=0 (4)

Od ovakve diferencijalne jednacine drugog reda, uvodenjem promenljivih stanja,
jednostavno se dobija sistem dve diferencijalne jednacine prvog reda. S obzirom da

je ulaz definisan kao u(t) = a izlaz je pozicija tela mase m, odnosno y(t) = x1,

g]
f )
izvedeni sistem diferencijalnih jednacina prvog reda jednostavno se zapisuje u formi
modela u prostoru stanja.

r1 = = T1 =T — T1 = To

. . 1 (5)
To=T = do=I — mgza(f—i—mg—kml—cmg)
0 1 0 0
z(t) = [_k ez + 1 1] u(t) (6)
m m m
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y(t)=[1 0]x(t)

Dalje je potrebno izvrsiti sve korake opisane u prethodnom primeru kako bi im-
plementirali simulaciju opisanog sistema upotrebom paketa Differential Equations.
Na dobijenom grafiku vidimo promene vrednosti obe promenljive stanja po vreme-
nu, odnosno promenu pozicije i brzine tela mase m u vremenu.

function sistem! (dx, x, p, t)
m, c, k, g =p
f = cos(t)

dx[1] = x[2]

dx[2] =1 /m* (£f +m=+*g -k « x[1] - c * x[2])
end
t = (0.0, 20.0)
x0 = [0.0, 0.0]

p = (5.0, 10.0, 20.0, 9.81)

prob = ODEProblem(sistem!, x0, t, p)
sol = solve (prob)

plot (sol, label=["x1(t)" "x2(t)"], lw=2, xticks=0:20)

2.5

2.0

15

1.0

0.5

0.0

-0.5
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Primer 3. Za translatorni mehanicki sistem prikazan na slici odrediti:
a) diferencijalne jednacine,

b) linearan matematicki model u prostoru stanja, ako je ulaz pobudna sila f, a izlazi
pozicije oba tela,

¢) upotrebom paketa DifferentialEquations simulirati sistem tokom prvih 10s, ako je
pobudna sila f(¢) definisana funkcijom prikazanom na sledeéem grafiku, a vrednosti
parametara su slede¢e: m1 = 10, me = 15, ¢1 = ¢c2 = ¢3 = 20, k1 = ka = 40, a
pocetni uslovi su nulti.

d) na istom grafiku iscrtati promenu pozicija oba tela u vremenu, i oznaciti tacke u
kojima je telo bilo najudaljenije od ravnoteznog polozaja (za ravnotezni polozaj
usvajamo vrednost pozicije 0),

e) izrac¢unati ukupan predeni put za oba tela.

X1 T2

k1

— f(t)
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Resenje:
T €2
E— e
myy f Moo koo
Cgi.CQ
my . . ma -

k1x1 Cl($2 - 331) CoTo

<7

m1i1+k1$1—01(i2—i‘1)—f=0 )

mzflfg + Cl(.’bQ — (El) + (Cz + Cg)i’g + ]ﬂg.’ﬂg = 0

S obzirom da u ovom primeru imamo dva tela sa masama, jasno je da dobijamo

dve diferencijalne jednac¢ine drugog reda. Prema tome, potrebno je uvesti Cetiri

promenljive stanja, koje ¢e predstavljati pozicije i brzine oba tela i transformisati
izvedene jednadine u sistem od ¢etiri diferencijalne jednacine prvog reda.

1 =1 — T1 = T2

i 1
Ty = 7771” +ci(xg — x2) — k121)

To = 1

. 1
Ty = _m7(01($4 — x2) + (c2 + c3)xyg + kox3)
2

%
T3 = X9 — i‘3:$4
—

Iz ovih jednadina jednostavno dobijamo model u prostoru stanja.

0 1 0 0 0
ke o 1
. _ mq mq ma o
0 a4k _atata 0

mo mo mo

=g o 9 o

U nastavku je dat kod kojim je izvrSena simulacija datog sistema, za prethodno
definisane vrednosti parametara. Budué¢i da je pobudna sila definisana kao sloZen
signal, implementirana je funkcija koja kao parametar prima ¢, a vrac¢a vrednost
funkcije u toj tacki (u sluéaju da je t skalar, a ako se prosledi vektor, funkcija vraca
vektor vrednosti signala u prosledenim tackama).
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using LinearAlgebra, Plots, DifferentialEquations

function pobuda (t)
tp = rem. (t, 5)

y = (4 » tp) .* (tp .< 1) + 4 .x ((tp .>= 1) & (tp .< 2)) +
(=2 » tp .+ 8) .x ((tp .>= 2) .& (tp .< 3)) + 2 .x ((tp .>= 3) .& (tp .< 4)) +
(=2 * tp .+ 10) .x (tp .>= 4)

end

function sistem! (dx, x, p, t)
ml, m2, cl, c2, c3, k1, k2 = p
f = pobuda (t)

dx[1] = x[2]
dx[2] =1 / ml * (f + cl x (x[4] - x[2]) - k1l * x[1]
dx[3] = x[4]
dx[4] = - 1 / m2 % (cl * (x[4] - x[2]) + (c2 + c3) * x[4] + k2 x x[3])
end
t = (0.0, 10.0)
p = (10.0, 15.0, 20.0, 20.0, 20.0, 40.0, 40.0)
x0 = [0.0, 0.0, 0.0, 0.0]

prob = ODEProblem(sistem!, x0, t, p)
sol = solve (prob)

Da bismo iscrtali promene pozicija oba tela, neophodno je izdvojiti vrednosti
prve i tre¢e promenljive stanja u zasebne vektora (pozl i poz2). Bududéi da je po-
trebno oznaciti i tacke u kojima je telo bilo najudaljenije od ravnoteznog polozaja,
potrebno je pronaé¢i maksimum apsolutnih vrednosti pozicija za oba tela, kao i
indekse na kojim su se ta dva maksimuma nalazila. Time za svaki od vektora pozi-
cija dobijamo po dve vrednosti, koje predstavljaju maksimalnu apsolutnu vrednost
pozicije odgovarajuceg tela i tacku na x-osi na kojoj se ta vrednost nalazi. Da-
lje pozivima plot funkcije iscrtavamo prvo promene polozaja oba tela u vremenu,
a potom i kruzi¢ima oznacavamo pozicije najudaljenije od ravnoteznog polozaja.

pozl = [x[1l] for x in sol.u]

poz2 = [x[3] for x in sol.u]

~, indexl = findmax (abs. (pozl))

~, index2 = findmax (abs. (poz2))

plot (sol.t, [pozl, poz2], 1lw=2, xticks=0:10, label=["x1(t)" "x2(t)"])
plot! ([sol.t[index1]], [pozl[indexl]], markershape=:o0, label="max_pozl")
plot! ([sol.t[index2]], [poz2[index2]], markershape=:0, label="max_poz2"

Predeni put tela izmedu dve tacke izracunava se kao apsolutna razlika pozicije
tela u drugoj i prvoj tacki. Posto treba sra¢unati ukupan predeni put, neophodno je
sumirati apsolutne razlike sukcesivnih pozicija tela, ¢ime se dobija skalarna vrednost
koja predstavlja predeni put tela za vreme trajanja simulacije (postupak izvrsiti za
oba tela).
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0.12
x1(t)
x2(t)
max_pozl
0.10 max_poz2
0.08
0.06
0.04
0.02 -
0.00
L ! 1 ! L 1 L 1 ! 1 !

putl = sum(abs. (diff (pozl)))
put2 = sum(abs. (diff (poz2)))

print ("Predjeni put prvog tela je: ")
println (putl)
print ("Predjeni put drugog tela je: ")
println (put2)

Primer 4. Translatorni mehanicki sistem prikazan na slici sadrzi idealnu koturacu
(nema masu, ni trenja). Za dati sistem odrediti:

a) diferencijalne jednadine,

b) linearan matematicki model u prostoru stanja, ako je ulaz gravitaciono ubrzanje g,
a izlazi brzine oba tela,

¢) upotrebom paketa DifferentialEquations simulirati sistem tokom prvih 20s, za sle-
dece vrednosti parametara: mi1 =5, me =8, ¢ =10, k1 = ko = ks =20, g = 9.81, a
inicijalna pozicija tela mase m; je za 2 na dole, dok su ostali pocetni uslovi nulti.

d) na istom grafiku iscrtati promenu brzina oba tela u vremenu i oznaliti tacke u
kojima su tela dostigla najveéu brzinu,

e) na istom grafiku iscrtati promene ubrzanja u vremenu za oba tela.
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ko

ma
1 T2
mi

¢ H_‘ k?)
. 1
Resenje:

S obzirom da su u prethodnim reSenim primerima detaljno objasnjeni svi ko-
raci prilikom modelovanja i simulacije translatornih mehanickih sistema, u ovom
primeru bi¢e redom dat FBD, diferencijalne jednacine, model u prostoru stanja,
kao i kod kojim je izvrSena simulacija. Jedina bitna razlika jeste $to se ovde nakon
simulacije radi sa brzinama, pa je potrebno izdvojiti druge promenljive stanja u
odnosu na prethodni primer. Dodatno, poslednja stavka primera jeste odredivacrilje

v
at’
jasno je da ubrzanje moZemo izra¢unati kao izvod promene brzine po vremenu. Za
izraGunavanje promene neke veli¢ine mozemo koristiti veé¢ videnu funkciju diff, koja
racuna razliku sukcesivnih elemenata vektora v;;1 — v;. Bitno je uociti da ée broj
elemenata vektora dif f(v) biti za jedan manji od broja elemenata vektora v.

ubrzanja, Sto do sada nije ilustrovano. Ako znamo da je ubrzanje tela a = v =

mydy ke(x1 — x2) mady ko(z1 — x2)

| | T

x
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a)

mid1 + (k1 + k2)x1 — koo —mig =0
MmeoZa + o — kox1 + (kg + k3)f£2 + meog = 0

Tr1 =21 — T1 = Xo

. . 1
g = &1 Ty = m—(mlg + koxs — (k1 + k2)z1)

_>

1

T3 = T2 — i3:$4
%

. . 1
X4 = T2 Ty = m—2(k’21'1 — MmMag — CTyq — (k’2 + k’3)£l?3)
b)
0 1 0 0

ki+k k 0

L S . 0 !
z(t) = 8%1 0 7781 1 x(t) + 0 u(t)

ke etk © -1

mo mo mo

c)

function sistem! (dx, x, p, t)
ml, m2, ¢, k1, k2, k3, g =p

dx[1] = x[2]
dx[2] =1 / ml x (ml * g + k2 % x[3] - (k1 + k2) * x[1])
dx[3] = x[4]
dx[4] =1 / m2 % (k2 * x[1] - m2 x g — ¢ * x[4] - (k2 + k3) * x[3])
end
t (0.0, 20.0)
P (5.0, 8.0, 10.0, 20.0, 20.0, 20.0, 9.81)
x0 = [2.0, 0.0, 0.0, 0.0]

prob = ODEProblem(sistem!, x0, t, p)

sol = solve (prob)
d)
vl = [x[2] for x in sol.u]
v2 [x[4] for x in sol.u]
~, indexl = findmax (abs. (vl))
~, index2 = findmax (abs. (v2))

plot (sol.t, [vl, v2], lw=2, label=["vl(t)" "v2(t)"])
plot! ([sol.t[index1l]], [vl[index1l]], markershape=:o0, label="max_v1")
plot! ([sol.t[index2]], [v2[index2]], markershape=:o0, label="max_v2")

16

(10)

(12)
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al diff(vl) ./ diff(sol.t)
a2 = diff(v2) ./ diff(sol.t)

plot(sol.t[l:end-1], [al, a2], 1lw=2, label=["al(t)", "a2(t)"])

al(t)
— a2y

25—

00 |-
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| 4. Zadaci za veZbu

Zadatak 1. Za translatorni mehanicki sistem prikazan na slici odrediti:
a) diferencijalne jednacine,

b) linearan matematicki model u prostoru stanja, ako je ulaz pobudna sila f(t), a izlazi
brzine oba tela,

¢) upotrebom paketa Dif ferential Equations simulirati sistem tokom prvih 20s, ako je
pobudna sila f(¢) definisana funkcijom prikazanom na sledeéem grafiku, a vrednosti
parametara su sledeée: m1 = 20, me = 10, ¢c1 = ¢c2 = ¢z = 10, k1 = 20, k2 = 40.
Telo mase mi je u poCetnom trenutku pomereno za 1 u desno, a telo mase mso
pomereno je za 2 u istom smeru. Pocetne brzine oba tela su nula.

d) na istom grafiku iscrtati promenu brzina oba tela u vremenu, i oznaditi tacke u
kojima su tela dostigla maksimalnu brzinu,

e) izracunati ukupan predeni put za oba tela.

T X2
m— —_—
C1

mq JWV\,— mo —|

— f(t)

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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Zadatak 2. Za translatorni mehanicki sistem prikazan na slici odrediti:

a) diferencijalne jednadine,

b) linearan matemati¢ki model u prostoru stanja, ako su ulazi pobudna sila f(¢) i
gravitaciono ubrzanje g, a izlazi pozicija i brzina tela mase m1,

¢) upotrebom paketa Dif ferential Equations simulirati sistem tokom prvih 10s, ako je
pobudna sila f(t) definisana funkcijom prikazanom na sledeéem grafiku, a vrednosti
parametara su sledeé¢e: m1 = 20, me = 10, ¢c1 = c2 = ¢3 = 10, k1 = 20, k2 = 40.
Oba tela su u pocetnom trenutku pomerena za 1 na gore, dok su pocetne brzine
oba tela jednake nuli.

d) na istom grafiku iscrtati promenu pozicije i brzine tela mase mq,

e) odrediti i iscrtati ubrzanje tela mase m1, i oznaciti tacku u kojoj je ubrzanje bilo
maksimalno.

Zadatak 3. Za translatorni mehanicki sistem prikazan na slici odrediti:
a) diferencijalne jednacine,

b) linearan matemati¢ki model u prostoru stanja, ako su ulazi pobudna sila f(t) i
gravitaciono ubrzanje g, a izlazi brzine tela mase mi i ms,

¢) upotrebom paketa Dif ferential Equations simulirati sistem tokom prvih 12s, ako je
pobudna sila f(¢) definisana funkcijom prikazanom na sledeéem grafiku, a vrednosti
parametara su slede¢e: mi = m3 = 5, me = 10, ¢ = 10, k = 15, g = 9.81. Pocetna
brzina svih tela je 3 u smeru kretanja, dok su pocetne pozicije svih tela 0.

d) na istom grafiku iscrtati promenu pozicija tela mase mq i me, i oznaditi tacke u
kojima su tela bila najudaljenija od ravnoteZznog poloZzaja
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e) na grafiku prikazati promenu rastojanja izmedu tela mase ms i ms, ako je rastojanje
u pocetnom trenutku iznosilo 2.

T3

1.00 | N

0.75 |

0.50 |

0.25

0.00 ! { [ ! I i ! i i ! I . .

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Zadatak 4. Translatorni mehanicki sistem prikazan na slici sadrzi idealnu kotura-
¢u(nema masu, ni trenja).

T

13}

............................................... 1

T2

CQT ko

0.50

0.25

0.00

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Za dati sistem odrediti:
a) diferencijalne jednadine,

b) linearan matemati¢ki model u prostoru stanja, ako su ulazi pobudna sila f(¢) i
gravitaciono ubrzanje g, a izlazi pozicija i brzina tela mase mq,
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¢) upotrebom paketa Dif ferential Equations simulirati sistem tokom prvih 12s, ako
je pobudna sila f(t) definisana funkcijom prikazanom na grafiku ispod, a vrednosti
parametara su slede¢e: mi; = 10, ma =8, ¢c1 =5, c2 =10, k1 = k2 =15, g =9.81, a
pocetni uslovi su nulti.

d) na istom grafiku iscrtati promenu pozicija oba tela,

e) na istom grafiku iscrtati promenu brzine i ubrzanja tela mase m1, i oznagciti tacke u
kojima su navedene veli¢ine dostigle maksimalnu vrednost.
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