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Promenljive za opis modela
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« jedan ulaz — jedan izlaz
» viSe ulaza — multivarijabilni model
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Tipovi modela

* Vremenski kontinualni modeli
— opisan algebarskim jednaCinama
— opisan obicnim diferencijalnim jednacCinama

* Linearni modeli
* Vremenski diskretni modeli
— Linearan vremenski diskretan model



Model opisan algebarskim jednacCinama

« Jednacine koje opisuju vezu ulaza i promenljivih stanja

fl(xll le ...,xn; ull u2; ;um; t) = 0
fz(xl,xz, vy Xy U, Uy oo, Ui, t) =0

fa (X1, X2, ey X5 U, Ug,y v, Uy E) = 0

Ove jednacine se resavaju.

« Jednacine koje ra€unaju izlaze na osnovu ulaza i (prethodno)
izraCunatin promenljivih stanja

y1(t) = g1(xq, X5, wor, X Uqg, Uy, voe, Uy T)
VYo (t) = go (X1, Xp, o) Xy Ug, Up, wony Upy; )

y?"(t) — g?"(xll xZ) "-;xn; ul; uz, ,um, t)



Model opisan obiCnim diferencijalnim
jednacCinama

« Sistem diferencijalnih jednacdina prvog reda

dx o
d_tl (t) = fl(xl,xz, vy Xy U, Uy v, U, t), xl(to) = X10 Lajbn|Cova
dx notacija
2
E (t) = fz(xl,xz, oy Xy Uq, Up, oo, U, t), xz(to) = X70.
dx,
v (t) = fr,(x1, X9, euey Xy Uqg, U,y oo, Uy £), x,(ty) = X0
lli, drugacije zapisano
X1 (1) = f1(X1, X2, o) Xpgs U, Uy wor, Upgs T), x1(to) = X1 Lagranzova
.72.'2 (t) = fz (xl, X2,y ey X0y Uq, Ug,y oo, Uiy, t), X9 (to) = X320 nOtaCIja

Xn(t) = fru(xg, X0, oo, X3 Uqg, Up, vny, Uy T), X, (tg) = Xpp0.



Diferencijalna jednacina viseg reda

Eksplicitha forma

y® =f(t,y,y,y"y", ..,y )

Implicitna forma

f(t, y,y/’y//’y///, m’y(n—l)’y(n)) ~0

Moze se pisati sistem jednacina.

Primer: Van der Pol-ova jednacina

y'—ul—-y*)y' +y=0



Primer: Lotka-Volter model

Opisuje se ponasanje bioloSkog sistema: odnos grabljivica-plen.
Promenljive: x broj jedinki plena (npr. zeCevi), i y kao broj jedinki
grabljivica (npr. lisice). 1zvodima ovih promenljivinh po vremenu su
predstavljeni porasti broja populacija, gde parametri «, 5, y, 6 odreduju
njihovu medusobnu interakciju.

U formiranju modela su uvedena sledeca pojednostavijenja: da plen
uvek ima dovoljno hrane, da zalihe hrane za grabljivice zavise od
populacije plena, da je stopa promene populacije proporcionalna njenoj
veliCini | da se okruzenje ne menja u korist jedne vrste | da nema
genetske promene.
x =x(a—By) =ax — Bxy
y=-y({y —6x) =—yy+6xy

PriraStaj populacije plena raste srazmerno broju jedinki zbog
reprodukcije (ax), a opada srazmerno ucestanosti susreta sa
grabljivicama (—fxy), gde je ishod fatalan po plen. Promena populacije
grabljivica raste srazmerno ishrani ulovljenim plenom (6xy), a opada
zbog prirodne smrti usled nedostatka hrane, koja je srazmerna broju

iedinki (—=yy).



Transformacija diferencijalne jednacine
viseg reda u sistem dif. jednacCina 1. reda

Mnogo nacina ...
Jedan nacin: Uvode se smene

Y=Y yi=1Y2
Y=Y 3f2 = Y3
y=1y3 Y3 = Va
y(n—l) = Yn Yn-1 = Yn
y(n) Zf(t;}’1;}’2;---;yn) 3.’n=f(tr3’1»3’2: ---'yn)

Primer... (Van der Pol-ova jednacina)



Vektorski zapis

« Koncept prostora stanja

x(t) = f(x(@®),u®),t),  x(0) = x,
y(©) = g(x(t), u(t),t)

[ Uq ] (V1] [X1] (X1 ] (X10]
U, Y2 X2l . Xy X20
u= y=""Lx=| T[Lx=["]x00)=|"
| Um ] | Vr | [ X0 ] | X, ] | X0 ]

Razlozi:

« odredivanje reSenja sistema diferencijalnih jednacina prvog reda je
brze nego reSavanje odgovarajuce diferencijalne jednacine viSeg
reda;

* matematiCko opisivanje upotrebom vektorske notacije je prilagodeno
upotrebi nizova i biblioteka matriCne algebre;

» ukljuCivanje pocCetnih uslova je jednostavno;

« ovakav pristup se moze primeniti na vremenski promenljive,
nelinearne, stohasticke i diskretne modele.



|l Inearan model

« Linearna algebarska jednacCina

n

Z a;(t)x; +r() =0 r(t) = byu (t) + bou,(t) + -+ + b Uy, (t)

i=1

» Linearna diferencijalna jednacina

n-1

y™ =" a@y® +r()

=0
ili u razvijenom obliku

yW = an gy 4+ gy + agy +7(0)



Primer

« Mehanicki sistem opisuju dve diferencijalne jednacine 2. reda

mqyXq + X + kixg + k(g — x3) = f(t)
myxX, + co%, + kox, + k(x, —x1) = 0.

 ili ekvivalentan sistem od 4 diferencijalne jednaCine 1. reda

yi=1Y2

_ ki+k Cq k 1

= — —— 9y, +—y;+—f(t
Y2 m Y1 m13’2 m13’3 m1f()
V3 = Ya

L k k+k, Cy
)’4—m2)’1 m, Y3 mz}’4



Opisuju se principima:
1.

2.

3.

Osobine linearnth modela

superpozicije

homogenosti

stacionarnosti

yity,=fu +uy) =f(uy) + f(uy)
y1 = f(ug), y2 = f(uy)

m-y=f(m-u)=m-f(u)
y = f(u)

y(t—1) = f(ult—1))
y=fu)



Linearan model: primeri odziva (desno) na pobudu (levo)
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Primer 1

Da li je model linearan ? y = auq + bu,

Superpozicija: Uy = Uqgq + Uqgop, Uy = Uyq + Usyy
y = a(ui1+ugz) + b(uz+uz;)
Yy = auqq + auqp + buyy + buyy = Y11 + Y12 + Vo1 T V22
y=y1t+Y:

Homogenost: a(mu,) + b(mu,) = m(au, + bu,) = my

Stacionarnost:  qu, (t — ) + buy(t =) = 1t = 1) +y2(t =) = y(t =)

Jeste linearan.



Primer 2

 Dalije linearan? y=au+b

* Nije! Ne vazi princip homogenosti.

m(y) = m(au + b) = m(au) + m(b) # a(mu) + b



Primer 3

 Dalije linearan? y = au?

« Nije! Ne vazi princip superpozicije.

a(u, +uy)? = au? + aus + 2au u, # aus + au’



Princip linearizacije — graficki

Dobro
y (t) 1 poklapanje
§(t) y(t) =m-X(t)
=)
y I — R
X(t)
/ X(t) = X+ R(t)
- Radna X —nominalna vrednost
tacka X(t) —inkrementalna vrednost
/
0 ]
X

X(t)



Radna tacka

Radnu taCku u modelu €ine vrednosti ulaza, promenljivin stanja i
izlaza

|zbor radne tacke?
— NajCeSce (uobiCajene) vrednosti promenljivih
 Vrednosti u ustaljenom stanju — nominalne vrednosti

Predstava vrednosti promenljivih zbirom nominalne i
inkrementalne vrednosti

.X'k(t) — fk + fk(t),k =12, ..,n
uk(t) = ﬂk + ﬁk(t),k =12,..,m
Vi) =y + 9O,k =12, ..,r



Primer linearizaclije

* Nelinearan model y(t)=a-u(t)+b
 uradnoj tacki je yt) =y
u(t) =u
y=a-u+b

« Uvodenje inkrementalnih vrednosti — smene:

y®) =y +y()
u(t) =u+1a(t)

y+9() =a(z+a@®))+b=ati+aii(t) +b

y() =a-u(t) Linearan model



Princip linearizacije — analiticki

Razvoj u Tejlorov red funkcije jedne promenljive y(t) = f(x)
u okolini radne taCke (nominalne vrednosti)

o df| x@®) —x  d*f| (x(&) —x)*  dPf| (x(t) —x)3
y(t) = f%) +dx _ 1 +dx2 - 2! +dx3 ~ 3! T
o df]| (x(®) —x%)
y(t)zf(x)+dx_ T

y(©) =y +3()
x(t) =x+ x(t)

y(t) = ax(t)




Princip linearizacije — analitiCki (2)

Razvoj u Tejlorov red funkcije dve promenljive y(t) = f(x)
daf _ daf _
y() =f(x) +—_(x1 — X1) +W_(x2 — X7)
3 <aZ (xq — %1)? r > f | (x1 — Xx1)(x2 — X3) ‘|‘ X2 (2 — %) > +

d 9]
YO =+ g (=) g (=)
d d
() = a1%1(t) + aX,(t) a; = d_j; B az = d_i; B




Princip linearizacije — analiticki (3)

Razvoj u Tejlorov red funkcije vise promenljivih y(t) = f(x)
0 d 0
YO =0+ | G w) b ge| o)+ d g (e

V() = a1 %1 (1) + ax X, (t) + -+ + an X (0)



Model u prostoru stanja (jos jednom)

 Pomena (kretanje) promenljivih stanja

X1(t) = f1(xq, X2, ooy Xy Ug, Uz, oony Uy T), x1(tg) = x19
X2 (t) = f2(X1, X2, o) X5 Ug, Up,y o, Uy T), x2(to) = X3
xn(t) — fn(x1'x2' ""xn; u1'u21 ""um; t)r xn(tO) — an

* |zlazi modela

y1(t) = g1(xq, X5, oo, X Uqg, Up, wony Uy )
VYo (t) = g2 (X1, Xp, oy Xp; Ug, Up, wony Upy; )

Vr(t) = gy (X1, X9, coe)y Xy Uq, Uy ey Uy E)



Linearizacija (nelinearnog) modela u
prostoru stanja

lzvod promenljive stanja:  x;(t) = f;(xq, X3, o) X5 Ug, Uz, v, U T)

dfi _ dfi _
zﬁ§+ax:7(x1_x1)+ +ax;f(xn_xn)
u u
0fi _ d0fi _
+au1§( 1_u1)+ +aumx(um um)
u u
dfi ofi| o , 9fi| . ofi | .
=i flf 0x1|x 1+m+6xnfxn+0u1xu1+ +6um Hm
u u u u u

% (t) = a1 (8) + -+ ainZp () + by (t) + -+ + byl (t)



Sistem obicnih linearnih diferencijalnih
jednacina 1. reda

5.51(1“) = ay1%:(¢t) +
X, (t) = ay%.(t) +

Xn () = an 2, (t) +

v AR () + gDy () + -+ 4 by i, (£)
oo a2n5c\n(t) + b21ﬁ1(t) + -+ meﬁm(t)

oot Ay Xy (8) + by T (6) + -+ + by Ty, ()

%1(0) = %49

3?2(0) — 3?20

Xn(()) = Xno

i=12,..,n j=12,..,n k=1,2,



Linearizacija (nelinearnog) modela u
prostoru stanja (2)

IZIaZ yl(t) = gi(xlleI ---;xn; U, Uy, ;um; t)
a9; _ d9; _
Yi = i ; + axl 5 (X1 xl) + + axn 5 (xn xn)
u u
dg; _ 09; _
+ au; - (ul - ul) + + au,; - (um um)
u u
agi| . dgi| . . 0gi| . ag; | .
Bi=Vi— il =g | Bt Bt g | et g |
u u u u u

Vi) = X1 (O) + - + cin X (8) + dig Uy () + -+ + digg Wy (8)



Cij =

Sistem linearnih algebarskih jednacina

yl(t) — Cllfl(t) + -+ Clnfn(t) + dllal(t) + -t dlmﬁm(t)
P2 (t) = 1%, (€) + -+ 2, X, () + dp Ty (E) + -+ + dop Uy (8)

yr(t) = Crljc\l (t) + -t Crnjc\n(t) + drlal(t) T+t drmﬁm(t)

_ d9;
duy |z’

a9;

0x; (%

ik




Linearan matematicki model u prostoru stanja

(u razvijenom obliku)

21(t) = ag1 21 (t) + - + agn®n (8) + b1y () + -+ + byl () %1(0) = %10
X(t) = az1%1(8) + - + azn Xy () + b1y () + -+ + by (£) %,(0) = Xy

J/C.\n(t) — anlfl(t) + e+ annfn(t) + bnlﬁl (t) + ot bnmﬁm(t)

Y1) = c11X: () + -+ 1 Xy (8) + d104 () + -+ + d iU, ()
Po(t) = 1%, (8) + -+ + X () + dpq T4 (€) + -+ + do U, (2)

Vr(t) = cp1%1(8) + -+ Xy (8) + dp1 T4 () + -+ + dppn T, (8)



Linearan matematicki model u prostoru stanja

(u vektorskom obliku)

x(t) =A-%(t) + B - u(t), x(0) = x,
y(t)=C-x(t) + D - u(t)

(11 Q12 - Qqn] by1 b1, ... b1y
az1 Az Aon b b b
A= B =|"21 22 2m
C11 C12 Cin dyy  dy dim
C21 €22 Co dyy dy d,
C — n D — m
Crl Crz Crn —drl drz drm
[ Uq V1 (X1 ]
~ _ | U ~_ |72 ~_ | X2
u= , y = , X =
um -yT'- le

Pisanje “kapica” se izbegava



(In)varijantan model

Invarijantan model

x(t) = A-%(t) + B - 1(t), x(0) = x,
y(t)=C-x(t) + D - u(t)

Vremenski promenljiv model: A= A(t),B=B(t),C=C(t),D = D(t)

x(t) = A(t) - X(t) + B(¢t) - u(b), x(0) = x,
y() =C(t)-x(t) + D(t) - u(t)



Odredivanje radne tacke

* nominalne vrednosti (promenljivih stanja, ulaza i izlaza) u radnoj
tacki su nekada unapred poznate

— mogu se dobiti merenjem

« deo tih vrednosti se moze izraCunati na osnovu poznavanja ostalih
nominalnih vrednosti

0 = fl(fl)JEZi ---;fn; al’ ﬂz, ’ﬂm)
O = f2 (fll fz, ---;f‘n; al’ ﬂz, ’ﬂm)

0= fn(flr fZi "')fn; ﬂl’ ﬂz’ ’ﬂm)

}_,1 = gl(fli'fZJ ---;fn; al'ﬂ'z’ ’am)
)72 = gz (fli'fZ) ---:fn; al’ ﬂz, ,ﬂm)

Vr = 9r(X1, Xg, oo, X Uy, Uz, e, Upn).



Koraci linearizacije

. Odrediti radnu taCku — pisanjem i reSavanjem odgovarajucih
algebarskih jednacina

. Prepisati sve linearne Clanove kao sume nominalne i inkrementalne
vrednosti

. Zameniti sve nelinearne Clanove sa prva 2 sabirka razvoja u
Tejlovor red

. Skratiti konstantne Clanove u differencijalnim jednadinama
(Upotrebiti algebarske jednaline koje ordeduju radnu tacku.)

. Definisati poCetne vrednosti inkrementalnih promenljivih
X(0) =x(0)—X



lzbor promenljivin stanja linearnog modela

promenljive stanja moraju da Cine minimalan skup linearno
nezavisnih promenljivih

pogodno je da promenljive stanja imaju fiziCku interpretaciju
obi¢no se za promenljive stanja biraju fiziCke veliCine elemenata
sposobnih da prime i uskladiste energiju

kada se ponasSanje sistema opisuje diferencijalnom jednacinom
viSeg reda, dobar kandidat za promenljivu stanja je veli€ina za koju
se racunaju izvodi



Primer

Amortizer se krecCe pod dejstvom gravitacione sile i pobudne sile f(t).
Medutim, ne moze se smatrati da je sila u opruzi linearna za sva
Istezanja, nego je ona funkcija pomeraja x, f =f (x). Ukoliko je ta sila
f.(x)=kx® i pobudna sila f,=const odrediti vrednost pomeraja X,.
Nadalje, ako se pobudna sila menja kao f(t)=f,+Af(t), napisati
linearan matematicki model koji opisuje promene polozaja u odnosu
na nominalnu vrednost X,.

"fg - mx +cx + f, (X) =mg + f(t)




Primer (2)

U ustaljenom stanju, promene polozaja x ne postoje i tada vazi

mg + f
kxg = mg + f, Xo =3 gk :

f(t)=f,+Af(t) = f + f(t)
X(t) = Xo + AX(t) = X + X(t)

radna tacka

mR+cx+K(X+ %) =mg+ f + f(t)

Linearizacija nelinearnog ¢lana F,(x)=kx3

F (X + %(1)) ~ F(x) + 2K

R(t) = kx® + 3kX*X(t)

X=X
Nakon zamene

MK + X + kx> + 3kx°K=mg + f + f

MK + X + k& = f k, = 3kx*



Primer: DinamiCki model hidraulickog sistema

* Primer: Napisati nelinearan model promene p, i linearizovati ga

Pe R CRORMG) 1
A,p y g, (t) = q. () P=cl KyPi— P, +; (t)]

pl = pa CIout (t) - k\/ P — Py




W

Linearizacija modela

U ustaljenom stanju: p=0 = kyp-p, =G  Pi=Pt
Predstava linearnih Clanova: p,(t)=p,+p.(t) q.(t)=7+4G;(t)
Linearzicija nelinearnog Clana i

skracCivanje konstantnih Clanova

— Na osnovu: X+ AX ~ X

— Dobijamo:

p1(t) = é[‘k\/ﬁl(t)+ Py — Pa +0 +6Ii(t)]=

1 — 1 . — A
C [ [\/ pl pa + 2 /751 _ pa pl(t)j+q| +q| (t)]

_k k A 1 A
= —— P, () +=Gi (t
2C C_Ii 1() qu()

— Konacno:

AX+ ...

)

L1
Xo 2\/;

A 1 . 1 . 2q

~2

F'qi



Primer linearnog modela

Formirati matematicki model u prostoru stanja za elektricno kolo na
slici.
b) Ako se za izlaznu velicinu usvoji struja kroz otpornik R, formirati

jednacinu izlaza.
c) Formirati jednacCinu izlaza ako se za izlazne veliCine usvoje struje

kroz izvore e, i e,.




Primer (a)

. U Uc
elzuL+Ri=L%+Ril+Ri2 [6\
e, = U, +Ri=u, +Ri, +Ri, Iy L i | P
+
,=ce b oo g D | )
dt dt el \\\\\ 62
RCdstczez—uC—Ril
di, : d : :
LE: —RI,—RC =¢ —RI,—e,+uU. +RI, =U_+€ —¢&,
di 1u 1e 1e % 0 % | %_% €
W Yc 1, ©2 1 + 1
dt L ° L L du, 1 1 uj 0 LLZ
du _ 1, 1 1. dt] L C RC_ |~ RC]
dt RC® RC ° C° ; -
L 11
_ L —| L
Ml i) P, L
C RC _ RC_




b)

Primer (b, ¢)

du. 1 1 :

o “R% RUch

=1 +1,; 1,=C
17 b R



Laplasova transformacija



Pierre-Simon Laplace

Pierre-Simon Laplace (1749-1827). Posthumous portrait by
Jean-Baptiste Paulin Guérin, 1838.
(1749-03-23)23 March 1749
Born Beaumont-en-Auge, Normandy,
Kingdom of France

5 March 1827(1827-03-05) (aged 77)

Died Paris, Bourbon France
Nationality French
Alma mater University of Caen
Known for Laplace transform
Scientific career
Fields Astronomer and mathematician
Institutions Ecole Militaire (1769-1776)
Jean d'Alembert
Academic advisors Christophe Gadbled

Pierre Le Canu
Doctoral students Siméon Denis Poisson



https://en.wikipedia.org/wiki/Jean-Baptiste_Paulin_Gu%C3%A9rin
https://en.wikipedia.org/wiki/Beaumont-en-Auge
https://en.wikipedia.org/wiki/Kingdom_of_France
https://en.wikipedia.org/wiki/Bourbon_Restoration
https://en.wikipedia.org/wiki/University_of_Caen
https://en.wikipedia.org/wiki/Laplace_transform
https://en.wikipedia.org/wiki/Astronomer
https://en.wikipedia.org/wiki/%C3%89cole_Militaire
https://en.wikipedia.org/wiki/Jean_d'Alembert
https://en.wikipedia.org/wiki/Christophe_Gadbled
https://en.wikipedia.org/wiki/Sim%C3%A9on_Denis_Poisson

Primena Laplasove transformacije

Vremenski domen

u) ——=> w) = y(t)=w() *u(t)

T Inverzna

(4) Laplasova
transformacija

Laplasova
transformacija

Laplasova
transformacija

(1) (2)

| |

Us) —= W(E) = Y(s) =W(s) U(s)
(3)

Frekventan domen



Definicija Laplasove transformacije

» Definicija
F(s) = L{F(D)} = j F(O)estdt
0

- L — operator Laplasove transformacije,

- s — kompleksna ucCestanost ili kompleksna promenljiva
Laplasove transformacije,

- f(t) — vremenski zavisan signal,
- F(s) — kompleksan lik signala f(t).

* Inverzna Laplasova transformacija
yYtjw

f@t) =L YHF(s)} = % f F(s)eStds, t >0
y-jw



Tablica Laplasove transformacije

Br. Original £(t), (t > 0) Kompleksan lik F(s)
1 5(t) 1
|
2 t",  n=012,.. e
Sn+1
3 e—at 1
S+a
. n!
4 t"e ¢ —
¢ (s + a)rt1
5 e S
cosifiot) 7T o2
5 —at g it S+a
e costwt) (s + a)? + w?
7 inffdut @
sinfdvt) T’
—_— w
8 e~ “sinifivt)

(s + a)? + w?




Osobine
Laplasove
transformacije

Br. | Naziv osobine Izraz
1 LlneamOSt L{alfl(t) + a2f2 (t)} = alFl(S) + azFZ (S)
2 | Cisto vremensko ka$njenje L{f(t — 1)} = e 5"F(s)
3 | Pomeranje kompleksnog lika L{e™® f(t)}=F(s + a)
4 | Konvolucija originala LI (@) * ()} = FL(s)F,(s)
igi df (t
5 | Izvod originala L{ f( )} _ SF(s) — £(0)
dt
dfO) _ " nmk pht)
L{ Jn }—s F(s)—zs f (0)
k=1
6 | Integral originala F(s)
L1 jf(t)dt <
2l )
L+ f(t)dt
7 | lzvod kompleksnog lika d"F(s)
PRSI L f(O)) = (D" —;
S
t
8 | Promena vremenske skale L{f (E)} _ aF(as)
9 | Grani¢ne vrednosti

}Tirr(} f(t) = limsF(s)
}im f(t) = lirr(} sF(s)




Hevisajdov signal

h(® N

1

0, t<0
h(t) =
SR

F(s)=L{f()}=],_ f(t)e ™ dt=| 1edt=-




Dirakov impuls

3(t)

A
0 <.
0, tx0
o) = {oo t=0
j St)dt =1
dh(t) 1

F(s)= =sL{n()}~h(0.) =5~ ~0=1

dt



Jedinicni nagibni signal

ft) A

1

>
0, t<O
h(t):{t, (>0
F(s)=LT{)}=Lt-h(t)}= _foot estgro_te| 1
° S s Jo

+_J‘ e_Stdt =

1

SZ



Primer — slozen signal 1

-

0, t<O

1 <t

-1 a<t<?2a f(t)

0, t=a
1
0 a 2a
1bk---

f (t) = h(t) — 2h(t —a) + h(t — 2a)

F@):L{HD}:%@_Zeﬂ&+€2%)



Primer — slozen signal 2

-

0, t<O A
f(t)=<Asint, 0<t<~x Al
\O, t>x
0
AL
0
f(t) = Asint-h(t)+ Asin(t—z)-h(t — x)
—-S
F(S)= A +Ae _ A (1+e—87r)

s+l s°+1 s%+1

2n



Primer — slozen signal 3

0, t<O0
A f(t) A
f(t)=4=t, 0<t<T

T

A teT

| 2

A A A
f(t)—?t-h(t)—Eh(t—T)—?(t—T)-h(t—T)

F(s) = iz(l— e~ )— A gt
TS 2s



Inverzna Laplasova transformacija

_P(s)  bps™ +bpgs™ T+ +bys + by
Q(s)  s"+a, s"t+..+as+a

F(s)

e Za odredivanje inverzne Laplasove transformacije su od posebnog znacaja
polovi funkcije F(s), i tu se mogu uociti Cetiri karakteristicna slucaja:

— Svi polovi funkcije F(s) su realni i prosti
— Funkcija F(s) ima visestruke realne korene

— Postoje konjugovano-kompleksni polovi, a realni su, ako postoje,
prosti

— Funkcija F(s) ima viSestruke konjugovano kompleksne polove



Polovi funkcije su realni | jednostruki

F(s)= ) _ P(s)
Q(s) (s—s)(s—52)...(s—Sp)

_ KK Kn N Kk
R(8)= s—:~:1+s—s2 +”'Jrs—sn _kZ:;‘S—Sk

Ky :{(S_Sk)%}

d (c_
K, = lim| (s—s.) PE) |  jjm s E=SIPE) _ P(s)
5, Q(s)| s»s £Q(S) Q'(sk)




Polovi funkcije su realni visestruki

F(s)= ) _ o)
Q(S)  (s—51)°(s—54).--(s—5p)
F(s) = i + St + AE +n Ky
(s— 51) (s— 51)2 (S—81) {=2s—5«
(s—s,)° SE; Ky +(s—5)Kp +(s—8,)"Kyg +(s—5,) ZS S,
P(s)
K11:|:(S 51)3 }
Q(S) s=s; < ~ 1 dm—l (S_S )p&
< _|d 3 P(s) Mo m-Dds™t T Y Q(s) |
12 7| g 31 Q(s) =S¢
3731 =12,...p
Kis :%{_( - 1)3 gES;:|

f(t) = 11 L t2e% L Kt + Ky,e™ +ZKk % t>0
k=2



Polovi funkcije su konjugovano kompleksni

F(5)=o) L
Q(S)  (s—8;)(5—581)(5—53)---(S—Sp)
F(s) = S K1*+ Rs o 4+ Kn
S—S, S-S, S—Sg S-S,
s, =—a+ jo, $=-a—]
1=~ -ja) *1 05- Jo K, =a+ jb= P,(S)
Kl =a+ jb, Kl =a—Jb Q (S) S=—a+jo

n

: _ "
F(s) = a+Jb_ N a—jb- +Z Ky :28.(8+a2)—2b2a)+z Ky
(S+a)_JCO (S+C¥)+JQ) k:3s_sk (S+Of) + @ kZBS_Sk

n
f(t)=2a-e “ cosmt—2b-e * sinwt + Z K.e*, t>0
k=3



Primer primene Laplasove transformacije

RGNS

K

AMN— S

c

2

MM

Mehanicki sistem je opisan diferencijalnom jednacinom

ndXO O Lo
dt t

f(t)=0, x(0_)=x,=1 %(O_) =0

N



Primer — nastavak

Primena Laplasove transformacije na dif. jedn. daje:
m(szx (s)—sx(0_) —%(O_)j+c(sx (s)—x(0_))+k-X(s)=0

a nakon sredivanja:

(ms2 +CS + k)X (s) =(ms+c)x(0.)

ms +C ms +C
X(s)=— x(0_) =—
ms< +cs + k ms“ +cs + Kk
S+ <
X(S): P(S) _ m

<2, K
Q(s) s +Es+%



Primer — realni jednostruki polovi

« Zak/m=2ic/m=3 Razvoj u sumu parcijalnin sabiraka
S+3 S+3 2 1
s“+3s+2 (s+D(s+2) s+1 s+2

« Original x(t) se dobija promenim inverzne Laplasove transformacije
(upotrebom tablica)

s+1 S+2
K=2; M=1; c=3; nule =
P=[M c]; O=[M c K]; -1
[nule,polovi,ostatak]=residue (P, Q) 2
polovi =
plot (poloviteps*j, 'x') -2

roots (Q) ostatak =
[]



Primer — realni visestruki polovi

« Zak/im=4ic/m=4 Razvoj u sumu parcijalnin sabiraka

S+4 S+4 1 2
X(s) == = > = -~ >
s“+4s+4 (s+2)° S+2 (s+2)
« Original x(t) se dobija primenom inverzne Laplasove transformacije

(upotrebom tablica)

X(t) = L{X(s)} = L_l{ : }+Ll{ : 2}262t+2te2t

S+2 (s+2)
K=4; M=1; c=4; nule =
P=[M c]; O=[M c K]; 1
[nule,polovi,ostatak]=residue (P, Q) 2
polovi =
plot (poloviteps*j, 'x') -2

roots (Q) ostatak =
[]



Primer — konjugovano-kompleksni polovi

« Zak/m=3ic/m=2 Razvoj u sumu parcijalnin sabiraka

2
X (s) = S+2 s+1+1 s+1 1 \/_

s2+25+3  (s+D)%+(v2)? (s+D?+(2)? V2 (s+1)?+(2)?
Original x(t) se dobija promenim inverzne Laplasove transformacije
(upotrebom tablica)

. 4 s+1 1 4 V2
x(t) =L {X(s)}=L {(s+1)2+(\/§)2}+\/§ . {(s+1)2+(\/§)2}

x(t) = et cos(t/2) S sin(ty/2)
J2



Primer — uporedni prikaz

L L L L L

1-
0.8 -
0.6 -
0.4+ W\
0.2 \\

0|- AN e

N
-0.2 [ r F r f r [
0 1 2 3 4 5 7



Odziv modela 2. reda

* Uvodenjem smena model se moze napisati kao

C

5 — Faktor relativnog prigus$enja
2+/km

K
Wy = | — Prirodna uCestanost

m

ms+cC S+2éw

X(s) = Xg = > = Xo

0
ms? +cs +k $%+2Ew, S+ of
* Na karakter odziv sistema utiCu polovi sistema

% +2w,5+w: =0

S12 = —Sw, T @, 52 -1 Realni koreni &1

- / 2
S1,2 — _éwn T Jo, 1- 5 Konjugovano-kompleksni polovi &<1



Lokacije konjugovano-kompleksnih polova

Nm{s}=jo

jmnvl—iz

\J

'2(?3(,0[']

—jwnvl—éz



Uticaj & na lokacije polova

N\
Im{s}=jw
Smer porasta ¢

0<&<1

/

0 Re{s}=c

0<&<1

Smer porasta &




y(t)

Prigusen odziv sistema

Polovi sistema realni i prosti.
Odziv je priguSeno aperiodican.

e

\/ >

Polow sistema konjugovano kompleksni.
Odziv je priguseno oscilatoran.

y(t) = 2% g ot sm( W, \1— &2 ~t+arccos§)

1—5



Primer

e Poznato

X(t) + 3x%(t) +5x(t) + 3x(t) =3+ 2sin2t
x(0) =x(0) =%(0) =0

 ResSenje

f(t) =3+ 2sin2t
X(t) + 3x%(t) + 5x(t) + 3x(t) = f(t)

s3X(s) + 3s52X(s) + 5sX(s) + 3X(s) = F(s)
X(s) = F(s)

s3+3s2+4+ 55+ 3

F()—3+ *
> s s2422




352 +4s+ 12
s6 + 355 4+ 9s5% + 1553 4+ 2052 + 125

X(s) =

T T- T~ T. T T,
X(s)=——+—2—+ 224 2 4 > 4 °©
S—™P1 S—P2 S—P3 S—Ps S—Ps S~ Ds

r, = —0.0235 + 0.1059j,p; = 2j
T, =T1,P2 = D1
r; = 0.0735 + 0.1872j,ps = —1 + jV/2

T3 = 13,04 = P3
s = —1.1,p5 = -1
T'6 — 1'p6 — 0

—0.0471s — 0.4235 N 0.1471s — 0.3824 N —-1.1 N 1
s2+4 s242s+3 s+1 s

X(s) =



S 0.4235 2

X(s) = —0.0471
() s2+22 2 sEg22
s+1 0.1471 — 0.3824 V2 -11 1
0.1471 ~+ -+ + =
(s +1)2 + (V2) V2 (s+1)2+(v2)" s+l s

x(6) = L7HX ()}

x(t) = —0.0471 cos 2t — 0.2117 sin 2t +
0.1471e tcostV2 — 0.1664e tsintvV2 — 1.1e "t + 1



Funkcija prenosa

Obicna linearna diferencijalna jednacCina modela 1 ulaz-1 izlaz

y® + a1y V@) + -+ api(0) + a7 (1) + agy ()
= bmu(m) (t) 4 by u™ V() + -+ byu(t) + bou(t) n>m

Primeni se Laplasova transformacija
— model se nalazi u radnoj tacki (sve pocCetne vrednosti su 0)

s"Y(s) + a,_1S"IY(S) + - + ays2Y(s) + a;sY(s) + apY(s)
= by, s™U(S) + by 1s™ U(S) + - + bysU(s) + byU(s)

Dobije se funkcija prenosa

Y(S) ( ) bmSm + bm_lsm_l + -+ bls + bO
s) =

U(S) S+ a, s+t ays?+as+ag




Funkcija prenosa (2)

Definicija:

Funkcija prenosa je odnos Laplasove transformacije izlaznog

(Y(s) = L{y(t)}) i ulaznog (U(s) = L{u(t)}) signala, uz pretpostavku
da su svi pocetni uslovi jednaki nuli i da je u(t) = y(t) = 0 za svako
t <O0.

uzima samo odnos ulaz-izlaz
ne pruza nikakvu informaciju o unutrasnjoj strukturi i ponasanju

sistema
U(s) v-;l W(s) = Y(s)

Predstavlja se kolichikom polinoma

b, s™ + bpy_1s™ 1+ -+ bys + by P(s)
S+ a, SV l4+ 4 as2+a;s+ay Q(s)

W(s) =



Funkcija prenosa — faktorizovan oblik

(s —=r)(s = 1p) . (5 — i)

M = G 1) G~ t)

e k —pojacanje (k = b,,)
e 11,1y, ...,T;,; SU NUle sistema tj. koreni polinoma brojioca
e tq,t,, .., t, SUpOlOvi Ssistema



Funkcija prenosa multivarijabilnog sistema

Posmatraju se svi parovi ulaz-izlaz

=12, ..,1, j=12,..,m

Nakon primene principa superpozicije

Y () = Gr1(8)U1(S) + Gya(8)UL(S) + -+ + G (5) U (5), k=1.2,..r

Vektorska notacija

Y(s) =G(s) - U(s)

(G11(5)  G12(s) . Gyp(S)] "U.(s)] Y1(s)T
G(S) — 621(8) GZZ(S) GZm(S) , U(S) — Uz(s) ,Y(S) — YZ(S) .
—Grl(s) Grz(S) Grm(s)- -Um(s)- —Yr(s)-




Primer funkcije prenosa multivarijabilnog sistema

+

Uy (s) — G1y jﬁ Y1(s)
G12 ‘
G21
) +
Uz (s) b = %0)

Y1(s) = G11(s)U1(s) + G1(s)U,(s)
Y2(s) = G21(s)U1(S) + G2(s)U,(s)

G11(s)  Gq2(s)

G(s) = [Gz1(5) G22(S)



Dobijanje funkcije prenosa od linearnog
matematickog modela u prostoru stanja

x(t) = A-%(t) + B - 1(t), x(0) = x,
y(t)=C-x(t) + D - u(t)

sX(s)=A-X(s)+B-U(s)
X(s)=(GI-—A)"1-B-U(s)
Y(s)=C-X(s)+D-U(s)
Y(s)=(C-(sI—A)"1-B+D)U(s)

Y(s)

— = =W(s)=C-(sI—A)~'-B+D.

U(s)

Primeni se Laplasova
transformacija



Primer

» Dobijanje funkcije prenosa na osnovu linearnog matematickog
modela iz zadatka sa elektri¢nim kolom ...



Prednosti koncepta prostora stanja

Koncept prostora stanja ima nekoliko prednosti u odnosu na klasicni
pristup (kompleksan domen), posebno ako se posmatra sa aspekta
koris€enja digitalnih raCunara:

— Odredivanje reSenja sistema diferencijalnih jednacina prvog reda

je brze na digitalnom raCunaru, nego reSavanje odgovarajuce
diferencijalne jednacine viSeg reda.

— Uprosteno je matematiCko opisivanje upotrebom vektorske
notacije

— UkljucCivanje pocetnih uslova sistema je jednostavno.

— Model se moze primeniti na vremenski promenljive, nelinearne,
stohastiCke i diskretne sisteme.



Analiza ponasanja modela u prostoru stanja

U vremenskom domenu
x(t)=A-x(t)+B-u(t), x(0)=x,
y(t)=C-x(t)+D-u(t)

Nakon primene Laplace-ove transformacije dobija se:
Pocetni uslovi ne moraju biti nula!

sX(s)—X(0_)=A-X(s)+B-U(s)
(sl-A)-X(s)=X(0_)+B-U(s)

X(s) = (sl —A)™-X(0 )+ (sl —A)'B-U(s)
Y(s)=C-X(s)+D-U(s)
Y(s)=C-(sl—A)*-X(0_)+(C- (sl -A)*B+D)-U(s)

Primena inverzne Laplasove transformacije na prethodni izraz daje
kretanje izlaza modela ...



Kretanje modela

« Raduna se preko Fundamentalne matrice sistema ®(t)= L_l{(Sl —A)_l}

« Kretanje promenljivih stanja x(t)
t
X(t) = ®(t) - x(0) + j ®(t—7)Bu(r)dr
0

kretanje stanja sistema pod
dejstvom spoljne pobude

o kretanje stanja sistema pod
* Kretanje izlaza y(t) dejstvom poéetnih uslova

y(t) = C-®(t) - x(0) +c-j<1>(t—f)|3u(f)df+ D-u(t)

kretanje izlaza sistema pod
dejstvom spoljne pobude

kretanje izlaza sistema pod
dejstvom pocetnih uslova



