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Cilj ovog dokumenta je upoznavanje sa matemati¢kim aparatom koji je u literaturi
poznat pod nazivom Laplasova transformacija, te sa prednostima ove transforma-
cije i njenom upotrebom u oblasti modelovanja, simulacije i upravljanja sistemima.
Jedna od tih upotreba jeste kreiranje funkcije prenosa za matematicki opis modela.
U prvom delu ovog materijala pro¢i ¢emo kroz definiciju i osobine Laplasove i inver-
zne Laplasove transformacije, dok ¢e drugi deo materijala biti definisanje funkcije
prenosa modela.

| 1. Laplasova transformacija

Uvodenje odredenih transformacija nam je Cesto potrebno i koristimo ih svaki
put kada imamo mogucénost za to, jer na taj nac¢in dolazimo do potrebnih informa-
cija 0 modelu kroz jedan jednostavniji ra¢un. Pod transformacijom se podrazumeva
prelazak iz jedne oblasti matematike u drugu oblast koja nam je jednostavnija za
reSavanje. Analiza ponaSanja linearnih dinamickih sistema sa koncentrisanim i vre-
menski nepromenljivim parametrima se svodi na problem reSavanja odgovarajuéeg
sistema linearnih diferencijalnih jednacdina sa konstantnim koeficijentima. ReSava-
nje ovih jednacina se pojednostavljuje primenom Laplasove transformacije, tako $to
se problem reSavanja diferencijalnih jednacina svodi na reSavanje algebarskih jed-
nacina. Laplasova transformacija dobila je ime po francuskom matemati¢aru Pjeru
Laplasu (Pierre-Simon Laplace, 1749.-1827.).

I 1.1 Definicija

Laplasova transformacija (LT) predstavlja integralnu matematicku transforma-
ciju.

L) / F(t)etdt (1)
0

F(s) predstavlja kompleskni lik funkcije f(t), gde je s Laplasova kompleksna pro-
menljiva i vazi da je s = 0 + jw.


https://sh.wikipedia.org/wiki/Pierre-Simon_Laplace
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Primena je mogué¢a u mnogim oblastima, prakti¢no svugde gde postoje diferen-
cijalne jednaéine Sustina ove transformacije jeste prelazak iz Vremenskog domena

nearnih, vremenskl invarijantnih 51stema, ali je takode je povezana i sa Furijeovom

transformacijom.

Postoje funkcije (npr. t', €'

nije od posebnog znacaja.

1 1.2 Osobine

1.

Teorema linearnosti

= Homogenost: L{af(t)} = aF(s), gde je a realna konstanta.
= Aditivnost: L{f1(t) + f2(t)} = Fi(s) + Fa(s).
= Linearnost: L{a1f1(t) + azf2(t)} = a1 Fi(s) + a2 Fa(s).

Cisto vremensko kasnjenje.
LLf(E—7)} =€ F(s)
Pomeranje kompleksnog lika.

L{e"f(t)} = F(s +a)

. Konvolucija originala

f)=hH /flt*sz /fl Vot — 7)d
0

L{F@O)} = L{f1(t) * f2(8)} = Fi(s) - F2(s)

Teorema o izvodu originala
L d” _ nF Z n— k (k—1) )
dtn s
gde je f(]“l)( _) pocetna vrednost k-tog izvoda funkcije f(¢) u trenutku 0_.

Primer: £{ dtg )} = 83F(8) — SQf(Of) - Sf(”((),) - f(z)(of)

Teorema o integralu originala

Za n-tostruki integral vazi

2) za koje je nemoguée odrediti Laplasovu transforma-
ciju, ali se takve funkcije retko sre¢u u teoriji i praksi, tako da njihovo razmatranje
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. 1
7. Prva grani¢na teorema

L{lim f(t)} = lim sF(s)
t—0t s—00

8. Druga grani¢na teorema
£{Jim f(1)} = lim sF(s)

I 1.3 Inverzna Laplasova transformacija

Na osnovu poznatog kompleksnog lika moguce je primenom inverzne Laplasove
transformacije odrediti original funkcije u vremenskom domenu na osnovu obrasca:

o+jw
1
LTHE(s)Y = f(t) = — F(s)e’ds t>0 (1)
2mj
o—jw
Funkcije (kompleksni likovi) koje su od posebnog interesa i koje ¢e ovde biti
obradene su date u obliku realnih racionalnih funkcija kompleksne promenljive s,

tj. kao razlomak dva polinoma sa realnim koeficijentima:

F(S) — P(S) _ bmsm + bm_1sm_1 —+ ...+ b15 =+ bO
Q(S) 5"+an718n71 + ...+ a1s+ag

Razmatrace se situacija kada je n > m, koja je i najeS¢a u analizi i sintezi kon-
tilnualnih stacionarnih linearnih sistema sa koncentrisanim parametrima. Koreni
polinoma P(s) su nule, a koreni polinoma @Q(s) su polovi funkcije F(s).

Za odredivanje inverzne Laplasove transformacije su od posebnog znacaja polovi
funkcije F'(s) i tu se mogu uoditi Cetiri karakteristi¢na slucaja:

1. Svi polovi funkcije F(s) su realni i prosti.
Potrebno je izvrsiti faktorizaciju polinoma Q(s), odnosno resiti jedna¢inu Q(s) = 0.
Resenja su s1, s2, ..., Sn. Sada se moZe napisati sledeéi oblik funkcije F(s):

P(s)  bus" +bu_18""" + ..+ bis+bo

Q(s) (s —s1)(s —s2)...(s — sp)

Dalje se F'(s) razvija na parcijalne razlomke:

F(s) =

P(S) K1 Kz Kn
+ + ot
Q(s) s—s1 s—s2 S — Sn

Koeficijeti se izra¢unavaju prema izrazu:

P(s)
Q(s) =5,

K = [(s — Sk)

Nakon odredivanja koeficijenata® moguce je odrediti inverznu Laplasovu transfor-
maciju funkcije F(s) kao:

LHE()} = 1) = 3 Kie™

transformaciju £{e"} =

! Vazi uz uslov da ne postoji im-
puls u koordinatnom pocetku.

Koristeé¢i tabliénu Laplasovu

s—a
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2. Postoje konjugovano kompleskni polovi, a realni su, ako postoje, prosti.
Pretpostavka je da jednacdina Q(s) = 0 ima samo jedan par konjugovano komplek-
snih polova (s1 i s2 = sI), a da su svi ostali (s3, S4, ..., S,) realni i prosti:

P(S) bmsm + bm—lsm_l + ...+ bis+ bO

F(s) = =
(5) Q(s) (s —51)(s —s%)(s— 53)...(s — sn)
K K K. K,
==L 4 22 4y
s—s1  s—8  S— 82 5 — Sn

Ako je 51 = —a+ jwis] = —a — jw, tada je K1 = —a + jbi K = —a — jb.
a+jb a—jb . K, 2a(s + a) — 2bw "\ K
F(s) = = R
(5) (s+ a) — jw (s+a)+jw+Zs—5k (s+a)? +w? Zs—sk

k=3 k=3

n

(s+ ) w K
a(s+a)2+w2 b(s—i—oe)2—|—w2+k_gss—s;€

F(s) =

Inverzna Laplasova transformacija je:

f(t) = 2ae™“cos(wt) — 2be” " sin(wt) + Z Ke'tt
k=3

Koeficijent K1 = a + jb se izracunava prema obrascu:

P
Ki=a+jb= [(s+a—jw)

3. Funckija F(s) ima viSestruke realne korene.
Pretpostavka je da jednacina Q(s) = 0 ima viSestruko (trostruko) reSenje s1, a da
su ostali polovi funkcije F(s) realni i prosti.

P(S) o bmsm + bm—lsm_l 4+ ...+ bis+ bO
Q(s) (s —51)3%(s — 54)...(s — $n)
Dalje se F'(s) razvija u parcijalne razlomke:

5) = P(s)  Kun K2 Kis Ky K,
B = o s TG T Gos)  Gosd T G

Koeficijenti se izrac¢unavaju prema izrazu:

F(s) =

=t

[ (-0 5

Kiz = %[;?((S - 51)3 ggz;)}s:é‘l

Opsti obrazac za koeficijente K,.,,, m = 1,2, ..., p viSestrukog pola s = s,, viSestru-
kosti p jeste:

Kia
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Inverzna Laplasova tranformacija polazne funkcije je:

1= %Kllt%slt + Kiaote™ + Kz’ + ZKiesft

i=4

4. Funkcija F(s) ima visestruke konjugovano kompleksne polove.
Ovaj slucaj se resava primenom konvolucije.

Univerzalni na¢in reSavanja za sva Cetiri slucaja jeste klasi¢ni razvoj funkcije
F(s) na sumu parcijalnih razlomaka i odredivanje koeficijenata reSavanjem sistema
algebarskih jednacina. Za neke sluc¢ajeve ovaj pristup je, u stvari, i jednostavniji od
predstavljenog.

I 1.4 Laplasova transformacija funkcija (signala)

Na pocetku ¢emo dati definicije karakteristi¢nih signala i izvodenje njihovih kom-
pleksnih likova.

1. Hevisajdov signal
0, t<0
1, t=0

0 1 2 3 4 t

Slika 1: Jediniéni odskoéni signal.

t t
e o1

L{h(t)} = / Ft)edt = / le~tdt = — _1

s 1o S
0

=}

2. Dirakov (delta) impuls
0, t#0
sty = 4% 7
1, t=0

pri ¢emu vazi / o(t)dt = 1.

—o0
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Slika 2: Jedini¢ni impulsni signal.

L{5(0)} = ﬁ{d%’f)} — SL{R(t) — h(0_)} = s+ =1

S

3. Nagibni (rampa) signal

! ! ! \
u u u 7

0 1 2 3 t

Slika 3: Nagibni (rampa) signal.

L{r(t)} = /r(t)e_“dt = /te_mdt = —Ee_‘qf
s
0 0

o 1 [ _, 1
+f/e ‘tdt:—Q.
o s
0

Polazni integral je resen

smenom: /udv = uv — /vdu7

gde je usvojeno: u = t,

dv = e *dt, odnosno du = dt i
—st

e

v=—=
s
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Ovi signali se Cesto sre¢u u oblasti analize modela, ali pored toga, njihovom
kombinacijom moguce je opisati slozenije signale. Kao primer, posmatra¢emo signal
na slici 4.

w(t) o

A

A
2

o0 T or 3r t

Slika 4: Slozeni signal.

Karakteristi¢ne signale koje mozemo da uo¢imo u ovom signalu su rampa signal na
intervalu od 0 do T, te od T do 2T je Hevisajd, a od 2T dalje je vrednost 0.

A
Na intervalu od 0 do T nalazi se rampa signal ¢iji je koeficijent pravca Tt' Da bi

dobili deo signala na intervalu [T, 2T, potrebno je sabrati ovaj rampa signal sa ram-
pa signalom istog koeficijenta pravca, ali sa negativnim predznakom i pomerenim
u desno za T'. Dodatno moramo obezbediti da dodavanjem drugog rampa signala
na prvi ne uti¢emo na vrednost signala na intervalu od [0,7]. To ¢emo obezbediti
mnoZenjem druge rampe sa Hevisajd signalom koji ¢e biti pomeren za vrednost 7T

y(t)4
Al 7/ RS
N
IAZY
A :
2 L \
0 T 2T\ 3T t
g
o
\
=
o~

Slika 5: Odredivanje signala na intervalu [0, 7.

A A
Ukoliko sada w(t) izrac¢unamo kao u (t) = Tth(t) - T<t —T)h(t —T), tj. ukoliko

saberemo dva naznacena signala, dobi¢emo rezultat prikazan na slici 6.

Pojasnjenje zasto se signali
mnoze sa Hevisajdom:

h(t —T)

MnozZenjem ova dva signala,
rezultat je signal oznacen
plavom bojom na slici 5.
Pomerenim Hevisajdom za T u
desno obezbedujemo da se sve
pre T mnozi sa nula, a od T
desno mnozZi se sa 1, tj. ostaje
nepromenjeno.
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u1 (t)/\

A 1
é 1
2

\
4

0 T 2T 37 1
Slika 6: Rezultat sabiranja dva rampa signala.

Vidimo da je na intervalu od T vrednost konstanta A.> U nastavku, potrebno je

opisati signal na intervalu [T, 27T koji je takode konstanta vrednosti 7 To ¢emo

A
odrediti tako $to ¢emo od signala na intervalu od T' dodati Hevisajd amplitude —3

Slika 7 ilustruje ovaj deo resenja.

y(t)q. Ah(t —T)
A1
4 1
2 L L \
0 T\ 2T 3T t

Al A
5 —5h(t=T)

Slika 7: Odredivanje signala na intervalu [T, 277.

A A
Rezutlat sabiranja uqs(t) = Ah(t —T) — Eh(t -T) = fh( —T) prikazan je na slici
8.

3 Hevisajd amplitude A.
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bo i

\
4

ol 7 or 3r 't

A1
2
Slika 8: Rezultat sabiranja dva Hevisajd signala.
Kombinovanjem signala wu;(t) i ua(t), moZemo opisati signal y(t) kao:
A A A
t)=—th(t) — =t —-T)h(t—T)— =h(t =T
y(t) = Zth(t) — (¢~ TIh( ~ ) — Sh(t ~T)

$to je ilustrovano na slici 9.

y(t)4

Al

é,,
2

\
7

o' T or 3r |t

Slika 9: Kombinovanje signala ui(t) i ua(t).

Uocavamo da smo blizu kona¢nog resenja. Deo koji je ostao da se kompletira opis
ovog signala je slican prethodnom koraku. Naime, potrebno je na Hevisajd signal

A A
amplitude — dodati Hevisajd amplitude -3 u trenutku 27" kako bi dostigli nulu

kao zZeljenu vrednost. Slika 10 ilustruje ovaj slucaj.
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y(t)4
Al A
| 5h(f — QT)
A
2

v

ol 7 or| sr 't

A
——h(t—2T)
2
Slika 10: Odredivanje signala na intervalu veéem od 27T
Sa grafika je ocigledno da ¢e rezultat sabiranja ova dva signala biti vrednost 0.

Kona¢no, kombinacija poslednjeg koraka sa signalima wu;(t) i u2(t) daje traZeni
signal sa slike 4. Jednacina tog signala je:

ult) = %th(t) - %(t Tt —T) - gh(t —T) - gh(t — 2T

Sada mozemo odrediti Laplasovu transformaciju signala u(t).

A1l Al

Uls) == - 53

(e—sT _ e—s2T)

I 1.5 Primeri sa resenjima

Primer 1. Odrediti Laplasovu transformaciju sledeée diferencijalne jednacine:
i(t) + 3y(t) +2y(t) = 2
y(0)=0 g(0)=0

ReSenje:

Primenjujemo Laplasovu transformaciju na postavljenu diferencijalnu jednacinu i
primenom osobine izvoda funkcije dolazimo do trazenog resenja. U ovom slucaju,
svi pocetni uslovi su nula, tako da nam to pojednostavljuje rac¢un.

() +3y(t) + 2y(t) = 2h(t) /L
LG} +3L{y(t)} + 2L{y(t)} = 2L{h(t)}
s2Y (s) — sy @ (0) — yM(0) + 3sY (s) — ¢ O(0) + 2V (s) = %

s2Y (s) +3sY (s) +2Y (s) = %
(5% + 357 +25)Y(s) =2

Oznakama (0) i (1) u eksponentu
predstavljeni su nulti i prvi
izvod funkcije respektivno, tj.
9(0) =y (0)=0

y(0) =4 (0) =0
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2

Y0 = e v 2s)

Primer 2. Odrediti resenje diferencijalne jednacine y(t), ako je u(t) = 4(¢).

§(t) + 69(t) + Sy(t) = u(t)

Resenje:

U ovom primeru, poetnu uslovi su takode nula, dok je u(t) zadato kao Dirakov
impuls §(¢). Ranije smo izveli da je Laplasova transformacija Dirakovog impulsa
vrednost 1, tj. L{u(t)} = U(s) = L{d(t)} = 1 §to nam je potrebno za ovaj zadatak.

i(t) +5y(t) + 6y (t) = u(t) /L

s2Y (s) 4+ 5sY (s) +6Y(s) = U(s)

(s> +5s+6)Y(s) =1
1 1
Y(s)252+58+6:(s—|—2)(s+3)
! = A + B /(s+3)(s+2)

(s+3)(s+2) s+2 s+3
1=A(s+3)+B(s+2)=(A+B)s+34+2B

A+B=0
3A+2B =1 } l—‘
1 1
Y(s) = —
() s+2 s43
Primenom inverzne Laplasove transformacije dobija se:

ey = o)

s+ 2 s+3

y(t) = (% — e )h(t) |

Primer 3. Odrediti inverznu Laplasovu transformaciju izraza F(s) = GrGTY)
s s

Resenje:

2 A B C

o) = e “sr1 TR a2
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2=A(s+1)(s+2)+B(s+2)+C(s+ 1)
2=A(s®>+35+2)+Bs+ 2B+ C(s* +2s + 1)
2=(A+C)s>+ (BA+ B +20)s +2A+2B+C
A+C=0
3A+B+C=0 }:» |A=-2| |B=2] [C=2]
24+ 2B+ C =2

-2 2 2

F =
() s—|—1+(s+1)2+s+2

| £(1) = (~2¢ "+ 2te™ + 2¢ (1)

Primer 4. Za signal sa slike odrediti u(t) i U(s).

w(t) o

1

v

“11

Slika 11: Signal u(t) - Primer 4.

Resenje:
U ovom primeru mozemo da vidimo da su prisutni samo Hevisajd signali, tako da
njihovom kombinacijom mozemo do kraja opisati trazeni signal.

u(t) = h(t) — 2h(t — 1) + 2h(t — 2) — h(t — 3)

1 i . ;
U(s) = (1 —2e7% 4+ 272 — %)
s
Primer 5. Za signal sa slike odrediti u(t) i U(s).

u(t)

A

ol T o 3 ar Tt

Slika 12: Signal u(t) - Primer 5.

u(t) 4

o1

h(t)

Pomo¢ za primer 4.
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Resenje: Pomo¢ za primer 5.
A
u(t) = T th(t) —2(t —T)h(t —T) +2(t — 2T)h(t — 2T)
—2(t —=3T)h(t —3T) + (t —4T)h(t — 4T
U(S) — éi(l _ 2e—sT 4 26—52T _ 26—53T 4 e—s4T)
T s2

Primer 6. Za signal sa slike odrediti u(t) i U(s).

u(t)
A

\
7

ol T o ¢

Slika 13: Signal u(t) - Primer 6.

Resenje:
A A
u(t) = Tth(t) — T(t —T)h(t —T)— Ah(t —2T)
_ Al —sTy\ 1 —s2T
U(5)7T82(1 e ) Ase

1 1.6 Zadaci za vezbu

Zadatak 1. Odrediti Laplasovu transformaciju izraza f(t) = (t — 1)e” ¢~V
Zadatak 2. Odrediti Laplasovu transformaciju izraza ako je u(t) = h(t)

i+ 13y + 36y = u(t)
y(0)=0 5(0)=0
Zadatak 3. Odrediti inverznu Lapalasovu transformaciju izraza

L(s—25)

Y(s)= 22"
()= 32 1105 7 25)

Zadatak 4. Za signal sa slike odrediti u(t) 1 U(s).

AT
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Zadatak 5. Za signal sa slike odrediti u(t) i U(s).

Zadatak 6. Za signal sa slike odrediti u(t) 1 U(s).

w(t) &

3] \
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| 2. Funkcija prenosa

Funkcija prenosa je jos jedan od nacina za matematicki opis ponaSanja linearnih
sistema. NajceS¢a upotreba funkcije prenosa sreée se u teoriji modelovanja, auto-
matskog upravljanja, kao i komunikaciji i digitalnoj obradi signala. Do sada smo se
sretali sa modelima predstavljenim u vremenskom domenu, gde nam je veoma vazan
linearni matematicki model u prostoru stanja, dok je ekvivalent tome u komplek-
snom domenu upravo funkcija prenosa. Za definisanje funkcije prenosa, neophodna
nam je Laplasova transformacija.

Posmatra se obi¢na linearna diferencijalna jednacina n-tog reda modela sa jednim
ulazom i jednim izlazom:

Y+ a1y E) + e+ a2ij(t) + arg(t) + aoy(t)

n=m
= byt () 4 by ™Y () + ...+ byiu(t) + bou(t)

Primenom Laplasove transformacije, za nulte pocetne uslove, dobija se:

§"Y (8) + ap_15" 1Y (8) 4 ... + az5?Y (s) + a15Y () + apY (s)
=0, 8" U(8) + by_18™ U (8) + ... + b1sU(s) + boU(s)
Funkcija prenosa dobija se kao koli¢nik izlaza i ulaza:

Y(s)
U(s)

b s™ + bmflsmil + ...+ bis+ by
s+ Cln—lsn_l +...+as?+ais+ a

=G(s) = (1)
Opisano re¢ima, funkcija prenosa predstavlja odnos kompleksnih likova iz-
laza i ulaza modela (slika 14) za nulte pocetne uslove.

_ L{y(®)}
G(s) = m (2)

u(t) g(t) y(t)
Slika 14: Sistem sa jednim ulazom i jednim izlazom.

Kao 8to se moze videti iz (1) i (2), funkcija prenosa daje vezu izmedu jednog izlaza
i jednog ulaza, ali ne pruza nikakvu informaciju o unutrasnjoj strukturi i ponasa-
nju sistema. U situaciji kada treba da odredimo funkciju prenosa multivarijabilnog
sistema! sa m ulaza i r izlaza, prikazan na slici 15, potrebno je odrediti odnose
svih kombinacija izlaza i ulaza, tako da na taj nacin odredujemo matricu funkcija
prenosa. Pod pretpostavkom da je ovaj sistem linearan, onda vaZzi teorema super-
pozicije, a to znaci da je odziv linearnog sistema na slozenu pobudu jednak sumi
odziva na svaku prostu pobudu pojedinacno i da za k-ti izlaz vazi:

Yi(s) = Gr1(8)Ur(s) + Gia(s)Ua(8) + ... + Grim(s)Upn(s)
k=1,2,..,r j=12,...m

! Multivarijabilni sistemi su si-
stemi sa viSe ulaza i viSe izlaza.
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Funkcija prenosa multivarijabilnog sistema zapisana u matri¢énom obliku:

gde je:

Gij(s) =

—— Yi(s)

—— Ya(s)
G(s)

——— Y. (s)

Slika 15: Multivarijabilni sistem.

Gu(s) Gia(s) Gim(s)]| [Ui(s)
G21(S) G22(8) GQm(s) UQ(S)
Coa(s) Grols) Gom() | [Un(s)
Yi(s)

(s)

| 3. Primeri sa resenjima

16

Primer 1. QOdrediti funkciju prenosa sistema opisanog diferencijalnom jednac¢inom,
ukoliko je ulaz u(t), a izlaz y(t). Svi pocetni uslovi su nula.

Resenje:

s?Y (s

§+ 49+ 2y = 1 — 2u

Jj+4y+2y=u—2u /L

) +4sY (s) + 2Y (s) = sU(s) — 2U(s)
(s +4s+2)Y (s) = (s — 2)U(s)

Y(s) s—2
U(s) s2+4s+2
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Primer 2. Odrediti funkciju prenosa mehanickog translatornog sistema sa slike
ako je ulaz pobudna sila f(t), a izlaz pozicija x5(t). Parametri modela su: m; = 1,
me=2,b=1,k=3.

X1 T2

k b
W o ]
O ORIV O O

Resenje:

1 Z2

— —
my ] b(z — @2)
%
ka m O

%
mi21 + b(l;l — 1;2) + kx1 + f(t) =0
mz.’E..Q - b(.’El - ILQ) =0
F1+ 2 — 2+ 3z 4+ f(t) =0 /L
209 — X1 + 22 =0 /£

$2X1(s) +5X1(s) — sXa(s) +3X,(s) + F(s) =0 (1)

252 X5(s) — sX1(s) + sXa(s) =0 (2)

Iz jednacine (2) sledi:
sX5(s)(2s+ 1) = sX1(s)
X1(s) = Xa(s)(2s+ 1)

Uvrstavanjem (3) u (1) dobija se:
52(25 + 1) Xo(s) 4 5(25 + 1) Xo(s) — sXo(s) + 3(2s + 1) Xo(s) = —F(s)
Xo(5)(28% + 5% + 25> + 5 — 5+ 65+ 3) = —F(s)
Xo(s)(25% + 35% + 65 + 3) = —F(s)

_ Xa(s) _ -1 —0.5

G f— =
)= F() 35913246553 S 152535515
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Primer 3. Odrediti funkciju prenosa mehanickog translatornog sistema sa slike
ako je ulaz pobudna sila f(t), a izlaz pozicija x5(t). Parametri modela su: m; = 1,
mo =1,b; =10, by =8, k1 =9, ky = 16. Zanemariti gravitaciju.

7

bo
ma2
Jl

ky

|

by

Resenje:

mlsc"l kQ(xl - xQ) mQIQ b2£lf.2

|

ki, b2y ka(xy —x2) f

mid1 + bix1 + kixy + kQ(fL’l — ZL'Q) =0
Moty + baty — ka(x1 — x2) = f(1)
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Primenom Laplasove transformacije dobija se:

m182X1(8) + blle(S) + lel(S) + kQXl(S) — kQXQ(S) =0 (4)
mas®Xo(s) + basXa(s) — kaX1(s) 4 ko Xo(s) = F(s) (5)

Iz jednacine (4) sledi:
(m132 + bls + kl + kg)Xl(S) = kQXQ(S)

ko
X 6
m182+b18+k1+k2 2(8) ( )

Xi(s) =

Uvrstavanjem izraza (6) u izraz (5) dobija se:
(m252 + bQS + kQ)XQ(S) — kQXl(S) = F(S)
k3
mys2 4 sby + k1 + ko

Uvrstavanjem zadatih vrednosti za parametare dobija se:

Xo(s) = F(s)

(m252 + bQS + kQ)XQ(S) —

256
2
16— —22 _\Xo(s)=F
(s*+8s+ 16 32+1Os+25) 2(s) (s)
9256
)2 — )X —F
(597 = ) Xl = F(9)
st 4+ 1853 + 12152 + 360s + 144
Xo(s) = F
s2 + 105 + 25 2(s) = F(s)
~ Xa(s) s2 +10s + 25

G(s)

F(s)  s*+18s3 + 12152 + 360s + 144

Primer 4. Ako je ulaz napon u4(t), a izlaz napon us(t), za kolo sa slike odrediti:

a) funkciju prenosa

! Impulsni odziv se dobija tako
] $to se na ulaz sistema dovede je-
¢) odziv na pobudu Uh(t) dini¢na impulsna pobuda i odredi
izlaz.

b) impulsni odziv'

Resenje:
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o C) us(1) <::c

Ri(t) +uz(t) —ur(t) =0 /L
RI(s) + Ua(s) = Ui(s

i(t) = 07

I(s) = CsUs(s)
RCSUQ(S) + UQ(S) = Ul(S)
Us(s)(sRC + 1) = Uy(s)

Us(s) 1

s
~ Ui(s) sRC+1

/L

G(s)

6 = 1 = [0a(e) = G)- Ui
05) = gy 1 U

Ua(s) = Rle+1I§C /e

ua(t) = 1?106_“ h(t)

20
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¢)

wn(t) = U(t)

Us(s) = L{UR(t)} = Ué
U1

Uals) = RC s(s + )

Ug(s):UF— ! | e

S s—|—%

us(t) = U[1 — e~ 7 ]h(t)

| 4. Zadaci za vezbu

Y
Zadatak 1. Odrediti funkciju prenosa G(s) = UES; sistema opisanog diferencijal-
s

nom jednacinom ¥ + 6§ + 9y = i + Tu. Pocetni uslovi su nula.
Zadatak 2. Odrediti funkciju prenosa mehanickog translatornog sistema sa slike
ako je ulaz pobudna sila f(t), a izlaz pozicija x1(t). Parametri modela su: m; = 1,
mo =1,b; =10, by =8, k1 =9, ky = 16. Zanemariti gravitaciju.

7

bo
mao
S
k1 T by

|
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Y(s) s—2
= 0
U(s) s2+5s+6

Zadatak 3. Za sistem opisan funkcijom prenosa G(s) =
diti:

dre-

a) impulsni odziv
b) odskoéni odziv

¢) odziv na pobudu h(t — 2)
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