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Vremenski diskretni modeli

Modeliranje i simulacija sistema

Upravljanje, modelovanje i simulacija sistema



Digitalan model

Razlozi upotrebe digitalnih modela
— Upotreba racunara (obrada)
— Kodovanje signala

— Vremenski multipleks

Ovde posmatramo formiranje digitalnog (vremenski diskretnog)
linearnog modela u prostoru stanja na osnovu vremenski
kontinualnog linearnog modela u prostoru stanja



Kvantovanje signala

Signali se predstavljaju brojnim vrednostima
Signali se diskretizuju

— Po vremenu
— Po nivou (kvantovanje po nivou)
Kvantovanje po vremenu vrsi ,,odabirac”

— Na izlazu se pojavljuje povorka impulsa (odbiraka) u trenucima
odabiranja t=kT, k=0,1,2,...

— Perioda odabiranja T

Kvantovanje po nivou vrsi A/D konvertor (analogno-digitalni)
— Naizlazu se dobijaju brojne vrednosti

— Broj nivoa (kvantova) zavisi od rezolucije A/D konvertora

— Mi ¢emo pretpostaviti da je rezolucija A/D konvertora dovoljno velika



Kvantovanje signala - primer

r(t)
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Odabirac

Kontinualan @) 77(t) (\j/lgirrne?tgzkl () = {T (kT), t=kT

signal signal > e
r'(t) r*(t) = r(kT) - 6(t — kT),

A 0o
t | 4 () = z r(kT) - 8(t — kT)

k=0

T\ 'y
A A
A
1‘ t

O T 2T 3T 4T 5T 6T 7T 8T 9T

k=0,1,..

k=0,1,..



Kolo zadrske nultog reda

* Realizacija procesa odabiranja vrzi i zadrsku signala

r(t) (1) p(t)
— Signal se ne menja
T tokom trajanja periode T

o Zadrska
Odabiral ¢ toq reda p(t)

O T 2T 3T 4T 5T 6T 7T 8T 9T



Model zadrske nultog reda

Jedan odbirak:

4 go(t)

1——

>

0 T

9o (t) =h(t)—h(t-T)
1 e—sT zl—e‘ST

Sl =TT

Model zadrske

Ceo diskretizovan signal:
p(t) = ir(kT)-{h(t—kT)—h(t—(k +)T)} /L
k=0

0 —kTs —(k+1D)Ts
P(s):Zr(kT)-{e -8 }
=0 S S
5T

P(S)—ir(kT)-l_e_ST -e—kTs _1_e 'Zr(kT)'e_kTs
= S =
k=0

S k=0

P(s) =Gy (s) R (s)

R™(s) = i r(kT)-e ¥
k=0

Kompleksan lik

povorke odbiraka r*(t)



/-transformacija

Povorka vremenski diskretizovanog signala i njegova Laplasova
transformacija

(0]

r(t) = Z r(kT) - 8(t — kT)

k=0

(0.0] (0]

R*(s) = LIr"(8)} = z r(kT) - L{5(t — kT)} = z r(KT) - =TS

k=0 k=0
Smena uvodi novu kompleksnu promenljivu z

z=e5T

Z-transformacija povorke signala

Z{ir@®)} = Z{r*(t)} = R(2)
R(z) = Z r(kT) - 2%

k=0



Teorema o odabiranju

* Ako kontinualan signal f(t) ne sadrzi harmonike u podrucju ucestanosti >
®, [rad/s], on se moZe kompletno okarakterisati vrednostima signala
merenim u trenucima medusobno udaljenim zavreme T = 0.5(27/®0).

* Teorijski: Perioda uzorkovanje signala treba da je barem 2 puta kraca od

periode (prostoperiodicne) komponente signala koja ima najvecu
ucestanost

* Prakticno: Perioda uzorkovanja treba da je 10-20 puta kraca
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Primer odabiranja

Primer signala odabiranog razli¢itim periodama odabiranja
— T,=0.5s
— T,=0.2s

(e19]

05 1 15 2 25 3 35 4



Upravljanje raCunarom
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Odziv na diskretnu pobudu

* Tokom jedne periode T ulazi u(t) su konstantni

e |zlazi sistema nas intresuju samo u trenucima odabiranjat = kT

uy (1) u (t) Uy (t)
e )

Uy, (1)

—"«——3] DIA

1

y1(0)
._.rﬁ
:.--/;----7 yf(t)
x(t) = Ax(t) + Bu(t) T
y(t) = Cx(t) + Du(t)
Yy (1)
— e B®
T
x(k+1)=E-x(k)+ F -u(k), x(0) = x,

y(k) =C-x(k)+ D -u(k)

k =

kT, k=01,2,..



Linearni modeli u prostoru stanja

x(t) =A-x(t) + F-u(t), x(0) = x,
y(t)=C-x(t) + D - u(t)

x(k+1)=E-x(k)+ F-u(k), x(0) = x,
y(k) =C-x(k)+ D -u(k)

k = kT, k=20,1,.2,..

Linearan kontinualan
matematicki model
u prostoru stanja

Linearan vremenski
diskretan
matematicki model
u prostoru stanja



Racunanje diskretanog odziva

* Vrednosti promenljivih stanja u diskretnim trenucima se mogu
izraCunati rekurzivno na osnovu poznavanja x(0) i vrednosti ulaza u
svim trenucima u(k),k = 0,1,2, ...

x(1) =E-x(0) + F-u(0)
x(2)=E-x(1)+ F-u(1)

x(k+1) = E - x(k) + F - u(k)



Kontinualan odziv

Posmatramo linearan matematicki model u prostoru stanja

X)) =A-x(t)+B-u(t), x(0)= X (*) Linearan kontinualan
y(t) =C-x(t)+D-u(t) matematicki model

Odziv modela je u prostoru stanja

X(t) = ®(t) - x(0) + j ®(t—7)-B-u(r)dr, 0<t (**)
0
y(t) =C-x(t)+D-u(t)
gde je ®(t) fundamentalna matrica sistema ®(t) = et
lzvodenje:
sX(s)—x(0) =A-X(s)+B-U(s)

sX(s)—A-X(s)=(sl—A)- X(s)=x(0)+B-U(s)
X(s) = (sl =A)™*-x(0)+ (sl = A)*-B-U(s)

D(t) =L {(s1-A) "}



Primer raCunanja fundamentalne matrice

A{_s _2} Bzm c=[0 5] D=0

1 O

R() = (o - &)L — s+3 2‘1: 1 s -2
-1 s (s+1)(s+2)|1 s+3

-1 2 ~2 2
R(S) —| s+l + s+2 s+l + S+2
1 -1 2 -1

s+1 S+2 s+1 S+2

_ety2e?t ety ZeT

O(t) = L_I{R(S)} :{ ot _ g2t opt _p2



Vremenski diskretan odziv

Na osnovu (**) odziv u trenutku t=KT je

x(KT) :(I)(kT)-x(O)+ij(I)(kT —7)-B-u(r)dz

a u narednom trenutku t=kT+T je

KT+T

x(KT +T) = ®(KT +T)-x(0) +|]T<I)(kT +T—1)-B-u(r)dr+ [®KT+T -7)-B-u(r)de

Na osnovu osobine ®(a+b)=®(a) - ®(b)

KT+T

X(KT +T) = (I)(T)-((I)(kT)-x(O)+T(I)(kT —7). B-u(r)drj+ [@KT +T-7)-B-u(r)de

period [KT, KT+T] je dovoljano kratak da mozemo smatrati da je

U(kT) nepromenljivo tokom tog perioda.
KT+T

X(KT +T) =®(T) - x(KT)+| [@(KT +T —r)drj-B-u(kT)



Vremenski diskretan odziv (2)

Resavanje se nastavlja uvodenjem smene q=7—KkT

KT+T

[OKT+T —7)dr = ]d)(T ~q)dg

i jo$ jednasmena Y=T-40

](D(T —Q)dq = —T(D(y)dy = ](D(y)dy

Dobija se: x(kT +T) =<1>(T)-x(kT)+Uq>(t)dtj.B.u(kT)

{).

x(k +1) = E-x(k) + F-u(k)
E = ®(T)

F =U(I)(t)dtj-8



Primer: Linearan vremenski kontinualan matematicki model u prostoru stanja
: -3 -2 1 10
@ =7 xo+[ v x©@ =]

y(t) =[0 5]x(t)
Matrice modela su

-3 -2 ! _ _
A_[1 0]’ B_[O], c=[0 51, D=0
Fundamentalna matrica
_[—e t 4272t 27t 4272
oW =T 2 Lt
Vremenska diskretizacija

| T _ 2T 2¢~T — g=2T
i °
—e~t + 2e7?)dt
; oj( ° e e T +e 2T
F) = [ @war |B= =11 1
0 j(e‘t — e ?Ydt 2 2
L 0 i
Za T = 0.1 dobija se:
E = 0.7326 —0.1722 F= [0.0861]
0.0861 0.9909 1’ 0.0045

Linearan vremenski diskretan model u prostoru stanja
_10.7326 —0.1722
(ke +1) = [0.0861 0.9909
y(k) =[0 5]x(k)

i+ 0385



Kako da izracunamo matrice Ei F?

Trazimo pogodnu transformaciju X(t) =P - X(t)
tako da model mozemo opisati kao X(t) = A-X(t) +B-u(t)
Ako je (A, 0] tadaje o 0|
;&: 22 e;& _ e/12
_0 ﬂ,n_ i 0 e’1 |
Veza sa A:

X(t) =P -x(t) =P A-P-X(t)+P*-B-u(t)

A B
daje
A-P=P-A



Svojstvene vrednosti matrice

 Resenje jednacine
A-P=P-A

A'[pl P, .. pn]:[pl P, .. pn]'

Svodi se na n relacija Cijim resavanjem ¢emo dobiti P
A-p,=pA4, 1=12,.n
* Prethodna jednacina se moze napisati kao
(A-A1)-p, =0, i=12,.n
i njeno netrivijalno resenje je za

A. su svojstvene vrednosti matrice A
det(A—-Al)=0

p; su svojstveni vektori matrice A



RacCunanje E i F

 Kada nademo svojstvene vrednosti i svojstvene vektore matrice A,
tada mozemo izraCunatiEi F

A=P-A-P?}

* RacunanjeEiF:

E=®(T)=P-®(T)-P*

F =U(I)(t)dtj-B =(]P.&)(t)-P1dt)-B = P.U&)(t)dtj.Pl.B —P-A" .(e7*T - I)~P‘1-B



Primer 1 (1)

> A =1[-3 -2;1 0];
>> B = [1; 0];

>> C =[0 1];

>> D = 0;

>> [P,lambda]=eig(A)

P =
-0.8944 0.7071
0.4472 -0.7071
lambda =
-2 (%]
(%] -1
>> Ts = 0.1; % perioda odabiranja
>> E = P*expm(lambda*Ts)/P
E =
0.7326 -0.1722
0.0861 0.9909

>> F = P/lambda*(expm(lambda*Ts)-eye(2))/P * B
F =

0.0861

0.0045

>> u = ones(1,5/Ts+1);
>> x(:,1) = [0;0]; % =X0
>> for k=1:length(u)-1
x(:,k+1) = E*x(:,k) + F*u(k);

end
>>y = C*x + D*u;
>> t = (0@:1length(y)-1)*Ts;
>> stairs(t,y) % crtanje sa zadrskom
>> plot(t,y) % .. kao da je kontinualan
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Primer 1 (2)

>> A = P*lambda/P % provera

A =

>> m=ss(A,B,C,D);
>> md=c2d(m,Ts)
a =

x1
x1 0.7326
X2 0.08611
b =
ul
x1 0.08611
X2 0.004528
CcC =
X1 x2
yl %] 1
d =
ul
yl (9]

Sampling time: 0.1
Discrete-time model.

>> expm(A*Ts)
ans =
0.7326
0.0861

>> step(m,5)
>> step(md,5)

-0.1722
0.9909

% kont.model
% diskretizacija

X2

-0.1722
0.9909

% E=fundamentalna matrica

% odziv kont.modela
% odziv diskretnog modela

Amplitude

Amplitude
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Diskretna funkcija prenosa

e Diskretna funkcija prenosa je odnos kompleksnih likova vremenski
diskretizovanih signalaizlaza i ulaza

Y(2)
= W(z) Diskretna
U(Z) funkcija prenosa
(za nulto poc. stanje) W(z)

U(z) Y(z)

e Diskretna funkcija prenosa se realizuje kao koli¢nik polinoma po z
bpz™+ by_1z™ Y+ -+ b,z + bz + by
2"+ a1z 1+t ayz? +az+ag

W(z) =

il
by, + b1z 4 o+ bz MDD 4 pz7™

1+a, 1z +-+a,z7 ™D +qgyz"

W(z™1) = z=(n-m)



Diferencna jednacina

Y(z) =W(2)U(z) = ;U(Z) = A(2)Y(z) = B(2)U(2)

B(z
A(z
e U razvijenom obliku (uz:d = n —m)

(1+az7 + - +ap1z27" Y+ a,27")Y(2)
=27 by + b1zt + -+ bp_1z”7 ™D 4+ b 27U (2)

Y(2) +a;z7Y(2) + -+ a,z Y (2) = byz~U(2) + -+ + b,,z"*™U(2)

 Na osnovu osobine “pomeranje u vremenskom domenu”

y(k) + ayy(k —1) + -+ apy(k — n)

= bou(k —d) + -+ b,u(k —d —m)
m

n
y(k) = —Zaiy(k _0) +zbiu(k —d—10), k=kTk=01,.
i=0 1=0
Diferencna
jednacina



Diskretna funkcija prenosa

* Primenimo Laplasovu transformaciju na vremenski diskretan model

u prostoru stanja sa jednim ulazom i jednim izlazom
X(k+1) =E-x(k)+F-u(k) /L

X(s)e®" =E-X(s)+F-U(s)

* Ranije uvedena smena z=¢"

2-X(2)=E-X(2)+F-U(z2)
(z1 -E)-X(z) =F-U(2)
X(z)=(z1-E)*-F-U(2)

e Jzlaz...

Y(z)=C-X(2)+D-U(z2)
Y(z)=C-(zI —E)*-F-U(z) +D-U(2)
Y (2)

— — . — _1.
m_W(z)_C(zl E)-F+D



Matrice vremenski diskretnog modela su:
0.7326 —0.1722 [0.0861]

E= [0.0861 0.9909 V' F 0.0045!°

C=[0 5] D=0

Diskretna funkcija prenosa

Y@ _ W = ¢l — BY1F + D
U(z) )
0 0.7326 —0.172271\ 710.0861
W@ =10 sz [ ] 0.0861 0.9909 ) 0.0045] +0

7 —0.7326 0.1722 ]—1 0.08617 _ 0.02264z + 0.02049

—0.0861 z—0.9909 0.0045] 22 —1.724z + 0.7408
0.02264z~1 + 0.02049z~2

~1-1.724z"1 + 0.74082-2

=[0 5]

Diferencna jednacina
(1 —1.724z71 + 0.7408z72)Y(2) = (0.02264z"1 + 0.02049z~2)U(z2)

y(k) —1.724y(k — 1) + 0.7408y(k — 2) = 0.02264u(k — 1) + 0.02049u(k — 2)



