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Cilj ovog dokumenta je da se upoznamo sa postupkom transformacija (konverzi-
ja) matematickih modela zapisanih u vremenskom domenu (linearni matematicki
modeli u prostoru stanja) u matematic¢ke modele zapisane u kompleksnom domenu
(funkcije prenosa) i obrnuto. Za prelazak iz kompleksnog u vremenski domen koriste
se kanonske forme. Postoji vise kanonskih formi kojima se dobija matematicki mo-
del u vremenskom domenu, ali u ovom dokumentu biée detaljno predstavljena samo
jedna kanonska forma koju ¢emo koristiti kroz zadatke. Za prelazak iz vremenskog
u kompleksni domen koristi se obrazac ¢ije ¢e izvodenje biti ovde prikazano.

J]1. Uvod

U postupku transformacije, tj. konverzije funkcije prenosa u linearni matematicki
model u prostoru stanja koristi se dobro poznati matematicki alat koji se zove
kanonska forma. Postoje tri kanonske forme:

1. Prva kanonska forma (redno programiranje, opservabilna kanonska forma)
2. Druga kanonska forma (direktno programiranje, kontrolabilna kanonska forma)
3. Treca kanonska forma (Jordan-ova kanonska forma, dijagonalna)

Rezultat svih kanonskih formi je matematicki model u prostoru stanja koji moze da
se razlikuje kod svake kanonske forme, jer je prostor stanja dosta sloZeniji, uglavnom
zato Sto postoji vise oblika prostora stanja za opisivanje sistema. Ta razlika se moze
videti i u razli¢itim postupcima primene kanonskih formi.

I 1.1 Druga kanonska forma (iz kompleksnog u vremenski domen)

U nastavku éemo proéi kroz postupak primene druge kanonske forme koja je
verovatno i najjednostavnija. Neka je data funkcija prenosa sistema:

Y(S) . b,s" + b”_lsn_l + ...+ b1s+ by
U(s) 8"+ ap,_15" 1 +...+ays+ag

Termini opservabilnosti i
kontrolabilnosti, tj. osmotrivosti
i upravljivosti dolaze iz teorije
upravljanja.

a, =1
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Prvi korak kod druge kanonske forme je uvodenje nove promenljive Z(s), tako §to

Z(s)

pomnozimo funkciju prenosa sa ——.

Z(s)

Y(s)  bys"+ by 18" L4+ ..+ bis+by Z(s)
U(s) s"+ap_15" 1 +..+as+ay Z(s)

Prethodna jednacina se moze zameniti sa slede¢e dve jednacine:

U(s) = (s" +a,_18"" +... +a15 +ao)Z(s)
Y (s) = (bus" 4+ by_18""* + ...+ bys + bo) Z(s)
Nakon toga se uvode promenljive veli¢ine stanja pomoéu nove promenljive na sledeci
nacin:
Xi(s) = Z(s)
Xo(s) = sZ(s) = Xa(s) =sX1(s)
X3(s) = s2Z(s) = X3(s) = sXo(5s)

X, (5) =s""1Z(s) = X,(s) = sX,_1(s)

Inverznom Laplasovom transformacijom dolazi se do matemati¢kog modela u vre-
menskom domenu koji ée biti predstavljen sistemom diferencijalnih jednacina prvog
reda koje moZemo zapisati u matri¢nom obliku (1) i (2).

I 1.2 1z vremenskog u kompleksni domen

Transformacija iz vremenskog u kompleksni domen je jednozna¢na i jednostavna.
Primenom Laplasove transformacije na (1) i (2) uz pretpostavku da su svi pocetni
uslovi nula, dobija se obrazac za izracunavanje multivarijabilne matrice prenosa
sistema (3).

z(t) = Az(t) + Bu(t) (1)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (2)

—~

sX(s) = AX(s)+ BU(s)
X (s) = (sI — A)"'BU(s)

Y(s) =CX(s)+ DU(s)
Y(s) = C(sI — A)"'BU(s) + DU(s)

Y(s)

“ =70

=C(sI-—A)™'B+D (3)
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| 2. Primeri sa reSenjima

Primer 1. Upotrebom druge kanonske forme odrediti linearan matematicki model
u prostoru stanja za sistem opisan funkcijom prenosa.

_Y(s) s+
Gls) = U(s) s2—2s+1
Resenje:
Y(s)  s+1 Z(s)
U(s) s2—-2s+1 Z(s)
U(s) = (s =25+ 1)Z(s) = s2Z(s) —2sZ(s) + Z(s)
Y(s)=(s+1)Z(s) =sZ(s)+ Z(s)
Kako se radi o sistemu drugog reda! uvodimo dve smene: ! Najvisi stepen promenljive s je
dva.
X1(s) = Z(s)

Xo(s) = s2(5) = Xa(s) = sX1(s) Z= [ 21 (t) = w2(t)

Uvrstavanjem smena dobija se:

U(s) = sXa(s) — 2Xa(s) + X1(s)
SXQ(S) = —Xl(S) + 2X2(S) + U(S)

Primenimo inverznu Laplasovu transformaciju:

| s(t) = =21 (8) + 225(t) + u(t) |

Isti postupak ponovimo za drugu jednacinu:
Y(s) = Xao(s) + X1(s) /Lt
[y(t) = 22() + 71 (0) |

Na osnovu dobijenih jednac¢ina u vremenskom domenu mozemo da zapiSemo mate-
maticki model u prostoru stanja:

ol =10 ] 2]+ 2] e
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Primer 2. Za sistem opisan diferencijalnom jednac¢inom formirati matematicki mo-
del u prostoru stanja upotrebom druge kanonske forme.

Y (t) + 54(t) + 16y(t) = u(t) + 2u(t)
fesenie Y + 5§+ 16y = u + 2u /L
Y (s)(s® + 5s% +16) = U(s)(s + 2)
Y (s) _ s+2 Z(s)
U(s) s245s2+16 Z(s)
U(s) = (s* + 55> +16)Z(s)
Y(s)=(s+2)Z(s)

Uvodimo smene i uvrstavamo ih u jednacine:

X1(s) = Z(s)

Xa(s) = sZ(s) = Xo(s) = sX1(s) = [21(t) = 22(t)
Xa(s) = s2Z(s) —> Xs(s) = sXa(s) T [ (1) = 23(t)

U(s) = sX35(s) +5X5(s) + 16X (s)

sX3(s) = U(s) — 5X3(s) — 16X, (s) Z= | 2is(t) = u(t) — 5as(t) — 1621 (1) |

Y (s) = sZ(s) + 2Z(s) = Xa(s) + 2X1 (5) 2= y(t) = 22(t) + 201 (1) |

Matematicki model u prostoru stanja:

2Z1(t) 0 1 0] [z:1(t) 0
.’[fz(t) = 0 0 1 Q?g(t) + 10 u(t)
.fg(t) —-16 0 -5 $3(t) 1
z1(t)
y(t) = [2 1 0] x(t)
3(t)

Primer 3. Odrediti funkciju prenosa, ako je model opisan matemati¢kim modelom
u prostoru stanja.
0 1

i(t) = [_1 2] 2(t) + m u(t)
y() =[1 1] ()
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Resenje: koristimo obrazac (3).
Prvo odredimo matricu rezolventnu matricu (sI — A):

o=l -4 3=

Odredimo inverznu matricu (sI — A)71 = Zﬁg:g
. s—2 1
adj(sI — A) = [ 1 5]

det(sI —A) = 5% —2s5+1

|:8—2 1} s—2 1
(sI—A)_1:82:1275jl: 52—_213+1 82—§s+1
$2—-25+1 s2-2s+1
s—2 1
Gy=[1 ) |F TR e m

s2—-25+1 s2—-2s+1

_ s—3 s+1 0
T ls2—2s+1 s2—-25+1] |1

Dobija se funkcija prenosa:

s+1

Gls) = s2 —2s5s+1

Primer 4. QOdrediti funkciju prenosa, ako je model opisan matemati¢kim modelom
u prostoru stanja.

0 1 0O 0
=10 0 1 |z@)+ |0]|u)
—-16 0 =5 1

y(t)=[2 1 0]a(t)

Resenje:
Rezolventna matrica:

s 00 0 1 0 s -1 0
(sI—A)=10 s o|—|0 0 1]|=]0 s -1
00 s 16 0 —5 16 0 s+5
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Odredimo inverznu matricu (sl — A) ™'

0 16
(sI—A)T=|-1 = 0
-1 s+5
s2+5s s+5
adj(sI — A)=| —16 s> +5s
—16s —16

det(sI — A) = s* + 55 + 16

1
s

2

s2+55s s+5 1
—16 s2+5s s
(sT— A)' = —-16s  —-16 s
s - 53+ 552 + 16
s2 4+ 5s s+5 1 1
$3+552416 s3+5524+16 s34+ 552416
_ —16 s +5s s
s34+5524+16 s34+552+16 s3+5s2+16
—16s —16 52
Ls3 +552+16 s34+5s24+16 83+ 552+ 16
Funkcija prenosa:
52 4 5s s+5 1 ]
s34+5s24+16 s34+5524+16 s3+5s2+16
_ 2
G(s) = [2 1 0} 16 s° 4+ bs S
$3+552+16 s3+5s2+16 s3+552+16
—16s —16 52
Ls3 4+ 552 +16 s34552+16 s34 552+ 164
_ [22 +10s =16 5* 4+ 75+ 10 542 8
$3+552416 s3+552416 s34+ 552416 1
2
Gls) = 5

$3 + 552 4+ 16
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| 3. Zadaci za veZbu

Zadatak 1. Za model opisan diferencijalnom jedna¢inom, upotrebom druge kanon-
ske forme odrediti matematicki model u prostoru stanja.

Y () +24(t) +§(t) +y(t) = i(t) + u(t)

Zadatak 2. Za model opisan matematickim modelom u prostoru stanja, odrediti
funkciju prenosa.

0 1 0 0
zt)=10 0 1 |z(@)+ |0]ut)
-1 -1 =2 1
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