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Cilj ovog dokumenta je da se upoznamo sa funkcijama paketa ControlSystems i
nacinima njihove upotrebe.

J]1. Uvod

Paket ControlSystems sadrzi funkcije pomocu kojih je moguce definisati mate-
maticki model sistema u obliku funkcije prenosa i modela u prostoru stanja, kao i
funkcije za simulaciju, odnosno za odredivanja odziva sistema na razli¢ite pobude.
Takode, tu su funkcije koje su veoma korisne kod opisa sloZenih sistema. Pored
toga, sadrzi funkcije koje su nezaobilazne u analizi upravljanja sistemom, poput
analize stabilnosti sistema.

I 2. Pregled osnovnih funkcija

U ovom poglavlju dat je pregled korisnih funkcija iz paketa ControlSystems, kako
bi se ilustrovale najbitnije moguénosti ovog paketa. Bitno je napomenuti da neke od
dodatnih funkcionalnosti paketa nisu ni navedene, kao $to se ne razmatraju svi oblici
i/ili parametri funkcija, kako bi se fokus zadrzao na najzna¢ajnijim moguénostima.

I 2.1 Kreiranje modela sistema

Paket ControlSystems podrzava rad sa linearnim vremenski nepromenljivim mo-
delima opisanim kao:

= model u prostoru stanja - ss
= funkcija prenosa opisana koli¢nikom polinoma - tf
= funkcija prenosa opisana preko nula, polova i pojacanja - zpk

Vremenski diskretni modeli imaju dodatni parametar Ts, koji predstavlja vreme
odabiranja. Model se opisuje jednim objektom (promenljivom), ¢iji je tip odreden
prilikom kreiranja objekta. Svi navedeni tipovi (ss, tf, zpk) izvedeni su iz LTI (Li-
near Time Invariant) tipa objekta, zbog ¢ega dele neke zajednicke osobine.
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U nastavku je dat primer opisa linearnog modela u prostoru stanja (vremenski
kontinualnog).

5 0QwWw
|

Prilikom opisa modela na ovaj nacin, funkciji ss prosleduju se Cetiri parametra:
matrice A, B, C i D, dok je rezultat smeSten u promenljivu m.

StateSpace{Continuous, Float64}

8.0 1.0
8.8 -12.5

Continuous-time state-space model

Linearan vremenski diskretan model u prostoru stanja opisuje se na sli¢an naéin,
uz dodatni parametar Ts, koji predstavlja periodu odabiranja.

Ts = 0.025

E = [1 0.02147; 0 0.73160]
F = [0.01098; 0.83520]

c = [0 1]

D =0

md = ss(E, F, C, D, Ts)

Rezultat izvrsavanja ovog koda prikazan je na sledecoj slici, gde se moze primetiti
da se radi o vremenski diskretnom modelu u prostoru stanja, periode odabiranja
0.025 s.

StateSpace{Discrete{Float64}, Floatfd}
I =

1.8 ©.82147
8.8 ©8.7316
B -
8.e81098
8.8352
=
a.e 1.e
D =

8.8

Sample Time: ©.825 (seconds)
Discrete-time state-space model
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Jos jedan od nacina za definisanje modela nekog sistema jeste upotrebom funkcije
prenosa opisane koli¢nikom polinoma P(s) i Q(s). Polinomi P(s) i Q(s) definiSu se
kao vektori koeficijenata pocevsi od najviseg stepena Laplasovog operatora s.

P = [38.9]
Q= [1.0, 5.0, 6.0]
G = tf(P, Q)

Takode, isti tip modela se moZe opisati i upotrebom promenljive s koja se uvodi
funkcijom tf i predstavlja Laplasov operator. Prilikom formiranja funkcije prenosa,
uz operator s moguce je koristiti i operacije +, —, *, /, .

%}

= tf("s")
G =238.9/ (s"2 +5 % s + 6)

38.9

Rezultat izvrSavanja prethodnih kodova je funkcija prenosa G(s) = ————
ja p j ja p (5) = 2 5516

prikazana na sledecoj slici.

TransferFunction{Continuous, ControlSystems.SisoRational{Float64}}
38.9

1.8s"2 + 5.8s + 6.0

Continuous-time transfer function model

Funkciju prenosa je moguée zapisati i preko nula, polova i poja¢anja, upotrebom
P(s

funkcije zpk. Nule funkcije prenosa G(s) = QE% predstavljaju korene polinoma
S

P(s), a polovi predstavljaju korene polinoma Q(s), dok je pojacanje konstanta sa

kojom mnozimo taj koli¢nik. Prema tome, ukoliko Zelimo da definiSemo istu funkciju

prenosa kao u prethodnim primerima koristeé¢i zpk, potrebno je da odredimo nule

(nema nula), polove (-2 i -3) i pojacanje (38.9).

nule = []

polovi = [-2, -3]

pojacanje = 38.9

G = zpk(nule, polovi, pojacanje)

Rezultat izvrSavanja datog koda prikazan je na sledeéoj slici.

TransferFunction{Continuous, ControlSystems.SisoZpk{Float64, Float6d}}
1.8

(1.8s + 2.8)(1.8s + 3.8)

Continuous-time transfer function model
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Ukoliko imamo veé¢ definisanu promenljivu koja predstavlja funkciju prenosa,
vrednosti nula, polova i poja¢anja moguce je dobiti pozivom funkcije zpkdata. Na
s+1

s24+3s+2’
vrednosti polova su -1 i -2, a pojacanje je 1.

primer, za funkciju prenosa G(s) = dobijamo da je vrednost nule -1,

G =tf([1, 11, [1, 3, 2])
z, p, k = zpkdata (G)

U dosada$njim primerima funkcije prenosa radilo se isklju¢ivo sa modelima sa
jednim ulazom i jednim izlazom. Paket ControlSystems podrzava i rad sa multi-
varijabilnim modelima, odnosno modelima sa viSe ulaza i/ili izlaza. Opis ovakvog
modela upotrebom funkcije ss svodi se na definisanje ulaznih matrica odgovaraju-
¢ih dimenzija. Medutim, za definisanje multivarijabilnih modela upotrebom funkcija
tf ili zpk, neophodno je kreirati matricu funkcija prenosa. Na primer, sledec¢i kod
ilustruje kreiranje matrice funkcija prenosa sistema sa dva ulaza i dva izlaza.

Izvrsavanjem datog koda dobijaju se Cetiri funkcije prenosa, uz odgovarajuéi ispis
iz kog se jasno vidi koja funkcija prenosa se odnosi na koji par ulaz-izlaz.

TransferFunction{Continuous, ControlSystems.SisoRational{Int64}}
Input 1 to output 1

1@

Input 2 to output 1
1

S

Input 2 to output 2

Continuous-time transfer function model

1 2.2 Konverzije modela

Funkcije (konstruktori modela) ss, tf i zpk mogu se upotrebiti za konverziju
ranije unetog modela iz jednog tipa u drugi tip modela. U nastavku je dato nekoliko
primera koji ilustruju navedene konverzije izmedu razli¢itih tipova modela.
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Continuous-time transfer function model

Ukoliko imamo funkciju prenosa G1 definisanu pomocu funkcije tf, konverziju
u funkciju prenosa opisanu pomoc¢u nula, polova i pojatanja moguce je izvrSiti
prosledivanjem deklarisane funkcije prenosa G1 funkciji zpk.

G2 = zpk (G1)

TransferFunction{Continuous, ControlSystems.SisoZpk{Float64, ComplexF6d4}}
1.8

(1.0 + 1.8)(1.8s + 1.8)

Continuous-time transfer function model

Na slican nacin, pozivom funkcije ss moguce je izvrsiti konverziju iz funkcije
prenosa (opisane preko tf ili zpk) u model u prostoru stanja.

sys = ss(G1)

StateSpace{Continuous, Float64}

Continuous-time state-space model

Sve navedene funkcije mogu se koristiti za transformacije modela izmedu svih
moguc¢ih kombinacija tipova u okviru paketa ControlSystems.

I 2.3 Analiza ponasanja modela

Analiza ponaSanja modela moZe se sprovesti u vremenskom i u kompleksnom
domenu. Analiza u vremenskom domenu podrazumeva simulacije, odnosno izracu-
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navanje izlaza modela kada se na ulaz dovede Zeljena pobuda. Funkcije za izracu-
navanje izlaza su:

= step(sys, t) - funkcija izraunava jedini¢ni odziv datog modela (odziv ako se na
ulaz dovede Hevisajdov signal h(t)). Drugi parametar funkcije predstavlja skalar
koji oznacava zavrsni trenutak simulacije ili ceo vektor vremenskih trenutaka.

= smpulse(sys, t) - funkcija izrac¢unava impulsni odziv datog modela (odziv ako se
na ulaz dovede Dirakov impuls 6(¢)). Drugi parametar funkcije predstavlja skalar
koji oznacava zavrsni trenutak simulacije ili ceo vektor vremenskih trenutaka.

= lsim(sys, u, t, £0) - funkcija izrac¢unava odziv sistema na prosledenu pobudu ().
Ukoliko postoji vise ulaza u sistem, onda se u definiSe kao vektor ulaza. Moguée je
proslediti i poCetne uslove, koji se smatraju nultim ukoliko se ne prosledi nikakva
vrednost.

Sledeéi primer izra¢unava jedini¢ni odziv u trajanju od 5 sekundi modela opisa-

nog pomocu funkcije prenosa.

G = tf(38, [1, 5, 6])
vy, t, x = step(G, 5)

plot (t, x', label=["x1(t)" "x2(t)"], lw=2, xlabel="t", ylabel="x(t)")
x1(t)
0.15 x2(t)
0.10
=)
x
0.05
000 C 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5
t

Dobijeni rezultat simulacije ¢ine vrednosti izlaza y i promenljivih stanja x izra¢una-
te u vremenskim trenucima ¢. Promenljiva ¢ sadrzi niz monotono rastuéih vrednosti
simulacionih trenutaka, pocevsi od vrednosti 0 do zadatog trajanja simulacije (5 u
ovom slucaju). Za svaki vremenski trenutak postoji vrsta vrednosti izlaza y i pro-
menljivih stanja x, tako da sva tri navedena vektora imaju isti broj vrsta. Ukoliko
model ima viSe izlaza, tada broj kolona u y odgovara broju izlaza. Na isti nacin
predstavljaju se vredosti promenljivih stanja u vektoru x. Sledeéi grafik prikazuje
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promene vrednosti za obe promenljive stanja sistema opisanog funkcijom prenosa,
kada je na ulaz doveden jedini¢ni odsko¢ni signal h(t).

Ukoliko Zelimo da odredimo impulsni odziv za isti model, sve $to je potrebno
uraditi jeste iskoristiti funkciju impulse, $to je prikazano u narednom primeru.

G = tf(38, [1, 5, 6])
y, t, x = impulse (G, 5)
plot(t, y', label="y(t)", lw=2, xlabel="t", ylabel="y(t)")

y(t)

U situacijama kada je pobuda definisana kao sloZen signal, za odredivanje odziva
modela koristi se funkcija Ilsim. Slede¢i primer ilustruje nalaZenje odziva modela

opisanog funkcijom prenosa G(s) = kada je pobuda definisana kao

- 5245546’
u(t) = |sz’n(§t)\, u trajanju od 12 s.
function signal (t)
return abs. (sin. (pi / 3 % t))
end
G = tf(38.9, [1, 5, 6])
t = 0:0.01:12
u = signal (t)
y, t, x = 1lsim(G, u', t)
plot (t, x', label=["x1(t)" "x2(t)"], lw=2, xlabel="t", xticks=0:12)

plot! (t, u, label="u(t)", 1lw=2, xticks=0:12)

U prilozenom kodu, na samom pocetku implementirana je funkcija koja definise ulaz
u sistem u(t), nakon ¢ega je kreiran model pomocu funkcije ¢f. U ovom primeru,
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funkciji za izra¢unavanje izlaza modela (lsim) prosleden je model, vektor koji pred-
stavlja ulazni signal, kao i vektor vremenskih trenutaka (za razliku od prethodnih
primera, gde je vreme prosledivano kao skalar). IzvrSavanjem simulacije dobijeni su
vektori vrednosti izlaza i promenljivih stanja modela, a graficki su prikazani ulazni
signal u(¢), kao i promene vrednosti promenljivih stanja u vremenu 1 (t) i z2(t).

1.00

0.75

0.25

0.00

U slucaju da je sistem opisan kao model u prostoru stanja, funkciji lsim moguce
je proslediti i ¢etvrti parametar z0, koji predstavlja vektor pocetnih uslova.

| 3. Primeri sa reSenjima

Primer 1. Odrediti funkciju prenosa G(s) = UQEz; za elektri¢no kolo sa slike.
1
L
in(t) ia(t)
)] 4
—__—¢C
uy (t) T() R us(t)
R

Upotrebom paketa ControlSystems odrediti odziv sistema tokom prvih 10s za
sledeée vrednosti parametara R = 0.1k, L = 22mH i C' = 470nF, ako je ulazni
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napon:
a) jedini¢na odsko¢na pobuda ui(t) = h(t),
b) wi(t) = 10|sin(t)|.

Resenje:

Verovatno najjednostavniji na¢in za reSavanje ovakvih elektri¢nih kola jeste preko
impedansi. Da bismo refili kolo preko impedansi, neophodno je da znamo izraz za
impedansu svakog od elemenata elektri¢nog kola:

= impedansa otpornika Zp = R,

1 1
= dansa kond t Jo=——=—
impedansa kondenzatora Z¢ Tl 5O
® impedansa kalema Z; = jwL = sL

Uvodenjem impedansi, moguce je pronaci ekvivalentnu impedansu za kondenzator
i dva otpornika:
(Ze+ Zg)Zg

Zo+2ZR

Na ovaj nacin, pocetno kolo svedeno je na elektriéno kolo prikazano na sledeéoj
slici, koje se dalje veoma jednostavno resava.

Ze = (Zo + Zg)||Zr =

i(s) %t

—1_

Uy (s) T() Zek Us(s)

Uy
U—1Zy+Zy)=0 = [I=—"-—+—
! (L k) ZL+Zek
U, —ZI =U,
Uy
U, —Zp———=U:
1 LZL+Zek 2
Zr,
1—-———"-"U;, =U:
- zrz) =
UQ(S) ng
" (8) Ul(s) 21+ L.
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U nastavku reSenja dat je kod kojim je izvrS8ena simulacija upotrebom paketa
ControlSystems. Funkcija model el kola kreira funkciju prenosa datog elektri¢nog
kola, za prosledene vrednosti konstanti R, L i C. Treba primetiti upotrebu funk-
cije minreal iz paketa ControlSystems, koja vr8i skracivanje istih ¢inioca polinoma
brojioca i imenioca (skra¢ivanje istih nula i stabilnih polova) 1. Dalje je dobijena
funkcija prenosa prosledena funkcijama step i lsim, ¢ime su dobijeni odzivi modela
za razli¢ite pobudne signale.

function model_el_kola (R, L, C)

s = tf("s")
Zzr = R

21 = s * L

Zc =1/ (s x C)

zek = ((2c + Zr) * 2Zr) / (Zc + 2 * Zr)

return minreal (Zek / (Zek + Z1))

end

R = 100 # 0.1 k22
L = 0.022 # 22 mH
C=4.7 » 10°-7 # 470 nF

G = model_el_kola(R, L, C)

t =0:0.01:10
u = abs. (sin. (t))

y_step, t, x = step(G, t)
y_sin, t, x = lsim(G, u', t)

plot (t, y_step', 1lw=2, xticks=0:10, label="y_step")
plot! (t, y_sin', 1lw=2, label="y_sin")

1.00
— y_step
——— y_sin
0.75
0.50
0.25
0.00
1 L 1 1 L 1 L 1 L 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

! Na primer, ukoliko dobijemo
P(s)
Q(s)’
gde je P(s) polinom drugog re-
da, a Q(s) polinom &etvrtog re-
da, funkcija minreal ¢e skratiti
iste nule i polove. Prema tome,
ukoliko je postojao jedan isti par
nula-pol, nakon izvrSavanja funk-
cije minreal, P(s) ¢e biti polinom
prvog, a Q(s) treceg reda. U slu-
¢aju da su postojala dva ista para
nula i polova, P(s) ¢e sadrzati sa-
mo slobodan ¢lan, a Q(s) ¢e biti
polinom drugog reda.

funkciju prenosa G(s)
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Primer 2. Definisati matematicki model u prostoru stanja za elektri¢no kolo sa
slike, tako da promenljive stanja budu struja i1 (¢) i napon u.(t), a naponi u i
ug ulazi u sistem, dok su izlazi iz sistema i () 1 ug(t). Upotrebom paketa Control-
Systems odrediti odziv sistema i graficki ga prikazati, za sledeée vrednosti parameta-
ra: R =1k, L = 22mH i C = 470nF, dok su ulazni naponi u; (t) = ua(t) = sin(t).

L
'Ll(t) Zg(tl
] 4
R —
R UO(t)
uy(t) T <>Tug(t)

11 =12 + 13 (1)

ul—ilR—uL—igR:O (2)
igR*UCf’U,Q:O (3)

S obzirom da u prethodnim jedna¢inama figuriSu napon na kalemu wuy i struja
kroz kondenzator i3, potrebno je zameniti ih sa:

diy
-
UL= 2
du,.

- odu
'3 dt

Uvodenjem datih smena i sabiranjem druge i treée jednacine ((2) + (3)) dobija se
slede¢a jednacina, iz koje jednostavno mozemo izraziti izvod promenljive stanja 4.

Ul—ilR—Lil—uc—’u,Q:O

1

Z.'l == Z(U1 - ZlR — Ue — UQ)

Ukoliko iz jednacine (1) izrazimo iy = i3 — i3 = 43 — Cti. 1 uvrstimo u jednadinu
(3), dobijamo:
(il — CUC)R — Ue — U = 0

S obzirom da u prethodnoj jednaéini takode figuriSu samo promenljive stanja, ulazi
i konstante, moguce je izraziti ..

’L.LC = 7(11R — Ue — ’LLQ)

RC
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Ovim su dobijeni izvodi obe promenljive stanja, $to znaci da je potrebno jo§ napisati
jednacine za izlaze, i zapisati sve u matri¢noj formi modela u prostoru stanja.
Napon ug predstavlja jedan od dva izlaza, $to znaci da je potrebno izraziti ga kao
zavisnost promenljivih stanja i ulaza. Sa slike se jasno vidi da je taj napon jednak
zbiru napona na kondenzatoru u,. koji predstavlja promenljivu stanja i napona us

koji predstavlja ulaz:

S obzirom da je napon na otporniku u grani kroz koju tece struja ie jednak
naponu uy = ug + U, jasno je da je struja io jednaka koli¢niku tog napona i
otpornosti u toj grani:

U + Ue
R
Sada su poznate jednacine izvoda svih promenljivih stanja i izlaza, tako da je

preostalo zapisati matematicki model u prostoru stanja u matri¢noj formi. Ukoliko
vektore ulaza, promenljivih stanja i izlaza definiSemo na slede¢i nac¢in:

ig =

0= =0 = [afe] 0= o]
model u prostoru stanja datog elektri¢nog kola je:
A o1
im=| " e+ z Ll
L C RC RC
y(t) = 0 % x(t) + 0 % u(t)
0 0 1

function model_el kola(R, L, C)

ssA = [-R/L -1/L; 1/C -1/(R % C)]
ssB = [1/L -1/L; 0 -1/(R * C)]
ssC = [0 1/R; 0 1]
ssD = [0 1/R; 0 1]
return ss(ssA, ssB, ssC, ssD)
end
R = 1000 1 kQ
L = 0.022 # 22 mH
C=4.7 x 10°-7 # 470 nF

model = model_el kola(R, L, C)

t =0:0.01:10

u = sin. (t)

y, t, x = lsim(model, [u ul]', t)

pl = plot(t, yI[l, :], lw=2, label="il(t)", xlabel="t")
p2 = plot(t, y[2, :], lw=2, label="ul(t)", xlabel="t")
plot (pl, p2, layout=(2, 1)
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0.0002
0.0000 [
—0.0002

—0.0004

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

0.4

u0(t)
0.2
0.0
-0.2

-0.4 F

1
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

| 4. Zadaci za vezbu

U-
Zadatak 1. Odrediti funkciju prenosa G(s) = UQES§ elektri¢nog kola prikazanog
1S
na slici, ako je RC = 1. Odrediti i graficki prikazati odziv sistema, ako je ulazni

napon uq(t) = 2cos(t), a vreme simulacije je 20 s.

L
i () ia(t)

ot

Zadatak 2. Za elektri¢no kolo prikazano na slici odrediti funkciju prenosa i model
u prostoru stanja, ako je ulaz napon us (t), a izlaz zbir napona na kalemu i konden-
zaroru y(t) = ur(t) + u.(t). Upotrebom paketa ControlSystems odrediti i graficki
prikazati izlazni napon, za sledece vrednosti parametara: R = 1kQ, L = 22mH,

C =470nF, uy(t) = sin(%t), a vreme simulacije 10 s.
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ot L.
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