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Cilj ovog dokumenta je reSavanje (simulacija) sistema opisanih blok dijagramima,
koristeéi pakete DifferentialEquations i ControlSystems.

J]1. Uvod

U prethodnom materijalu, videli smo da je element blok dijagrama iskljucivo
funkcija prenosa, koja je po definiciji odnos kompleksnih likova izlaza i ulaza pri
nultim pocetnim uslovima i vazi samo za linearne sisteme. Ukoliko u sistemu posto-
je nelinearnosti (npr. ogranifenje signala, maksimum, minimum), nenulti poetni
uslovi, nelinearne diferencijalne jednacine itd. sistem ili deo sistema se ne moze
predstavljati funkcijom prenosa, veé¢ je potrebno svaki specifiCan deo predstaviti
odgovarajué¢im blokom. Na ovaj nacin dobijamo blok dijagrame ¢iji su elementi
raznoliki, pa nije moguce raditi transformacije za razli¢ite tipove veza (redna, pa-
ralelna, povratna sprega). Kao $to je bio slucaj i do sada, ovi sistemi takode mogu
biti multivarijabilni.

| 2. Primeri sa reSenjima

Primer 1. Odrediti izlaz sistema y(¢) sa slike. Na istom grafiku prikazati r(t) i y(t),
ako je r(t) = sin(2t).

X
a:l(O = 0.5, .TQ(O) = —0.2

U glavnoj grani je blok opisan matematickim modelom u prostoru stanja, a u
povratnoj grani je nelinearna funkcija koja kvadrira ulazni signal i mnozi ga sa 0.1.
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Ocigledno je da ovakav sistem ne mozemo opisati funkcijom prenosa.
U modelu imamo sistem od dve diferencijalne jednacine $to se moze resiti upotre-
bom funkcija iz paketa DifferentialEquations.

Za(t) = —0.521(t) + 0.75u(t)
Problem je nepoznati ulazni signal u.
Sa slike modela se moze zakljuciti da je ulazni signal u blok (u), u stvari vrednost

e koju mozemo izraziti kao:
e=r—0.1y>

A izlazni signal y iz postavke matemati¢kog modela se rac¢una kao:
Y=o — 29

Uvrstavanjem smena se dobija sistem diferencijalnih jednac¢ina u formi @; = f;(x, u),
Sto se dalje reSava funkcijama iz DifferentialEquations paketa.

using DifferentialEquations, Plots, LinearAlgebra
function sistem(dx, x, p, t)
y = x[1] - 2 * x[2]

sin (2 * t)
u=1r - 0.1 «y~2

K
Il

dx[1] = -0.1 » x[1] + 0.25 x x[2]
dx[2] = -0.5 * x[1] + 0.75 » u
end
tspan = (0.0, 5.0)
x0 = [0.5, -0.2]

prob = ODEProblem(sistem, x0, tspan)

sol = solve (prob)
x1l = [x[1l] for x in sol.u]
x2 = [x[2] for x in sol.u]

y = x1 - 2 x x2

r = sin. (2 * sol.t)

plot (sol.t, r, label = "r")

plot! (sol.t, y, label = "y", xlabel = "t[s]")
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Primer 2. Odrediti izlaz sistema y(t) opisanog blok dijagramom sa slike, ukoliko
je pobuda u(t) signal predstavljen grafikom, a pobuda v(t) = h(t — 3).

—— Y
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ReSenje:

Posto se u modelu nalazi diferencijalna jednacina koja ima nenulte poc¢etne uslove,
izlaz y(t) ¢emo odrediti paketom DifferentialEquations. To znac¢i da nam je potre-
ban sistem diferencijalnih jednac¢ina prvog reda koji opisuje ovaj model. Posmatra-
¢emo svaki blok pojedinac¢no i odredivati diferencijalnu(e) jednacinu(e) prvog reda.’ ! Redosled posmatranja bloko-
va je proizvoljan.
Posmatramo prvi blok (sa leva na desno). Po definiciji funkcije prenosa zapisu-
jemo:

R(s) 1

E(s) s+2

Odredujemo diferencijalnu jednadinu:

sR(s) +2R(s) = E(s)/L£*

r4+2r=e

Uvodimo potrebne smene:
TL=r = I =e—21

Potrebno je sve vrednosti u jedna¢inama definisati preko uvedenih smena i vrednosti
ulaznih signala u i v. U prethodnoj jedac¢ini imamo vrednost e koju odredujemo sa
modela. U modelu vidimo da je vrednost e izlaz iz prvog sabiraca, tako da dobijamo:

e=u—2y

U ovom izrazu, potrebno je vrednost y zameniti sa odgovaraju¢om smenom. Za
sada nismo definisali smenu za y, ali éemo u nastavku i to uraditi.
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Posmatramo sledec¢i blok u kome je postavljena diferencijalna jednacina drugog
reda. Ve¢ poznatim postupkom, odredi¢emo sistem diferencijalnih jedna¢ina prvog
reda za ovaj blok.

p+p=3q
Ty =p = Ip=2a3
T3=p = 1I3=3q— T2
U jednacini &3 pojavila se vrednost g koja predstavlja izlaz iz drugog sabiraca u
modelu, tako da dobijamo:

q=v+r — qgq=v+a

Ostao je jos jedan blok u kome se nalazi funkcija prenosa, tako da ¢emo ponoviti
isti postupak kao za prvi blok.
Y (s) 4

P(s) s+1

sY(s) +Y(s) =4P(s)/L™"
y+y=4p
Ta=yY = Tg4=4T9— 24

Ovde smo dobili smenu za y i to ¢emo uvrstiti u izraz za gresku e, tako da dobijamo
e=u—2xy4.
Sada imamo sve potrebne jednacine. Ostaje da se napiSe Julia kod:

function sistem(dx, x, p, t)

|
=~
*
X
8]

|
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end

function u(t)

tp = rem(t, 5);

y = 5*tp * (tp < 1) + 5 x ((tp >=1) & (tp < 4)) +
(=5*tp + 25) x (tp >=4);

end

interval = (0.0, 10.0);

x0 = [0.0, 2.0, 1.0, 0.0];

param = (t -> (t >= 3.0) 2 1.0 : 0.0);

prob = ODEProblem(sistem, x0, interval, param);
r = solve (prob);
y = [x[4] for x in r.ul;

plot(r.t, y, label = "izlaz y", xlabel = "t[s]")

Posto smo za prvi blok
iskoristili smenu x7, onda za
ovaj blok nastavljamo od x.
Ne mozemo koristiti vise puta
istu oznaku za smenu u istom
modelu.



Sistemi opisani blok dijagramima. 6

2500
0 -
—-2500
—-5000
—7500

. . . ; . . . . . . .

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t[s]

Primer 3. Simulirati sistem sa slike u toku prvih 8s, ako je ulaz u(t) prikazan na
grafiku. Dobijeni izlaz prikazati na grafiku.

J+yy—y=0.5u Yy
— .
y(0) = -1, y(0)=0.5
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S obzirom da dati sistem sadrzi blok predstavljen preko diferencijalne jednacine
sa nenultim pocetnim uslovima, jasno je da je nemoguce odrediti izlaz iskljucivo
upotrebom paketa ControlSystems. Medutim, posto se izlaz formira kao zbir izlaza
dve odvojene grane, moguce je izlaz donje grane predstaviti preko paketa Control-
Systems (oba bloka su predstavljeni preko funkcija prenosa), a izlaz gornje grane
predstaviti upotrebom paketa DifferentialEquations. Druga moguénost za reSava-
nje zadatka jeste upotreba iskljuc¢ivo paketa DifferentialEquations. U nastavku su
prikazana resSenja zadatka na oba navedena nadina.

Nezavisno od nacina na koji reSavamo zadatak, neophodno je definisati pobudnu
silu, §to je uradeno implementacijom sledec¢e funkcije.

function signal (t)
y =t .« (t .<2) .+2 .x ((t .>2) .& (£t .<6)) .+ (-t .+ 8) .x (£t .>= 6)
end

I nacin: kombinacija paketa DifferentialEquations i ControlSystems
Paketom DifferentialEquations predstaviéemo gornju granu, odnosno datu diferen-
cijalnu jednacinu drugog reda. Prvi korak je transformacija date jednacine u sistem
diferencijalnih jednadina prvog reda, odnosno odredivanje izvoda promenljivih sta-
nja.
y+yy—y=0.5u
T=y = =22
T2 :y = Ty = 0.5u + 21 — T122

Izlaz bloka predstavljenog diferencijalnom jedna¢inom dovodi se na blok koji vrsi
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transformaciju definisanu slede¢om funkcijom:

3, y< -3
3 3
= -z 4 -3,1
p T y€[-3,1)
0,y>1

Kod kojim je izvr8eno numericko odredivanje kretanja promenljivih stanja dat
je u nastavku.

function gornja_grana! (dx, x, p, t)

u = signal (t)

dx[1] = x[2]

dx[2] = 0.5 x u + x[1] - x[1] = x[2]
end

tspan = (0.0, 8.0)
x0 = [-1, 0.5]

prob = ODEProblem(gornja_grana!, x0, tspan)
sol = solve (prob)

Donju granu mozemo predstaviti pomoc¢u algebre funkcije prenosa, odnosno pre-
s+4 1 . i H(s) 5
——— u glavnoj grani i H(s) = ———
2rst2 8 )8 bs+4
u povratnoj grani. Slede¢i kod sadrzi odredivanje izlaza donje grane k(t), kao i
izracunavanje izlaza iz sistema z(t). Bitno je napomenuti da je neophodno izvrsi-
ti interpolaciju resenja dobijenih upotrebom paketa DifferentialEquations, kako bi

vektori p i k imali isti broj elemenata.

ko povratne sprege izmedu G(s) =

function donja_grana ()

G = tf([1, 4], [1, 1, 2])

H = t£(5, [5, 4])

return minreal (feedback (G, H))
end

t = 0:0.01:8
u

= signal (t)
sol_interpolirano = sol(t)
vy = [x[1] for x in sol_interpolirano.u]
p=3.x (y .< =3) .+ (=3/4 x y .+ 3/4) .« ((y .>= =-3) .& (y .< 1))
G = donja_grana ()
k, ~, ~ = lsim(G, u', t)
z =p .+ k'

plot (t, z, 1lw=2, label="z(t)", xticks=0:8, xlabel="t [s]")

IT nacin: upotreba paketa DifferentialEquations
U ovom slu¢aju, neophodno je i blokove predstavljene preko funkcija prenosa kon-
vertovati u model u prostoru stanja, odnosno predstaviti ih preko diferencijalnih
jednacina.
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S obzirom da funkcija prenosa u brojiocu sadrzi polinom zavisan od

_sti
s2+5+2
s, potrebno je da upotrebimo drugu kanonski formu kako bismo izvrsili konverziju
funkcije prenosa u model u prostoru stanja.

K(s)  s+4  Z(s)

E(s) s2+s+2 Z(s)
K(s)=(s+4)Z(s) =sZ(s)+4Z(s)
E(s)= (s> +s5+2)Z(s) =5>Z(s)+sZ(s)+27Z(s)

Promenljive stanja x1 1 2 smo ve¢ iskoristili za transformaciju bloka predstavlje-
nog preko diferencijalne jednacine drugog reda, tako da nastavljamo od promenljive
stanja xz, odnosno uvodimo sledeée smene:

X3(s) = Z(s)

1

Xu(s) = sZ(s) = Xa(s) = sXa(s) == aia(t) = z4(t)
Uvrstavanjem smena dobija se:
K(s) = Xa(s) +4Xs(s)
sX4(s) = E(s) — 2X3(s) — X4(s)
Primenom inverzne Laplasove transformacije dobijaju se sledeéi izrazi:
(1) = Aws(t) + 2a(t)
T4(t) = e(t) — 223(t) — 24(t)

.. .. 5 o .
Konverzija funkcije prenosa 5ot d u model u prostoru stanja izvrSena je na
s

sledeéi nadin.
R(s) 5

K(s) T bs+4
5sR(s) +4R(s) = 5K(s)
Primenom inverzne Laplasove transformacije dobija se sledeéa diferencijalna jedna-
¢ina prvog reda, za koju je potrebno uvesti novu promenljivu stanja.

57+ 4r = 5k

Ts =1 = "E.5:kfg$5

Sad kada je poznata vrednost grane oznacene sa r, granu e mozemo izraziti kao:
e=u—7r=u-—2o;

Na ovaj nacin definisani su izvodi svih promenljivih stanja i odredeni su izlazi
svih blokova, odnosno odredene su sve veli¢ine neophodne za implementaciju simu-
lacije. Simulacijom su odredene promene svih promenljivih stanja u vremenu, na
osnovu ega se jednostavno odreduju izlazi pojedina¢nih grana p(t) i k(t), ¢ijim se
sabiranjem odreduje izlaz celog sistema z(%).
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function sistem! (dx, x, p, t)

u = signal (t)
e = u - x[5]
k = 4 « x[3] + x[4]
dx[1] = x[2]
dx[2] = 0.5 x u + x[1] - x[1] * x[2]
dx[3] = x[4]
dx[4] = e - 2 x x[3] - x[4]
dx[5] = k - 4/5 % x[5]
end
tspan = (0.0, 8.0)
x0 = [-1.0, 0.5, 0.0, 0.0, 0.0]

prob = ODEProblem(sistem!, x0, tspan)
sol = solve (prob)

t =0:0.01:8
sol_interpolirano = sol(t)

vy [x[1] for x in sol_interpolirano.u]
p=23.% (y .< =3) .+ (=3/4 »y .+ 3/4) . ((y .>= -3) .& (y .< 1))

x3 = [x[3] for x in sol_interpolirano.u]
x4 = [x[4] for x in sol_interpolirano.u]
k =4 x x3 .+ x4

z =p .+ k

plot (t, z, 1lw=2)
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| 3. Zadaci za veZbu

Zadatak 1. Simulirati sistem sa slike u toku prvih 10s, ako je ulaz u(t) prikazan
na grafiku. Prikazati ulaz i izlaz sistema na istom grafiku.

4 P q i+ Ay +y =
T’(t) - Y yy .y q .y
- s+ y(0)=-1, y(0)=1
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Zadatak 2. Simulirati sistem sa slike u toku prvih 10s, ako je ulaz u(t) = 2h(t —4).
Prikazati ulaz i izlaz sistema na istom grafiku.
|—<*> Y
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